Correction - TD 13 : Suites
récurrentes

Suites usuelles

Correction 1.
1. Comme toujours pour ce genre de question, on fait une récurrence.
e On montre par récurrence sur n > 3 la propriété P(n) :  u, défini et u, > 1.
e Initialisation : pour n = 3 :
Ona:wu; =—1puisuy =—7et ug = % > 1. Ainsi, P(3) est vraie.
e Hérédité : soit n > 3, on suppose la propriété vraie a 'ordre n, montrons que P(n + 1) est

vraie. Par hypothése de récurrence, on sait que u, > 1, donc u, — 1 # 0 et u,11 est bien
défini. De plus, on a

Bty — 2
U1 >1 o 270 S o Buy, — 2> un 42 o up > 1
Up + 2

Ici on a utilisé le fait que u, > 1 d’apreés P(n), et donc que u, + 2 > 0. On arrive u, > 1
qui est bien vrai, donc par équivalences, u,+1 > 1 est vrai aussi. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que Vn > 3, u, > 1.

2. La suite (vp)nen est bien définie car wg, uj, uz ne sont pas égaux a 1 et ensuite on a Vn >
3,uy > 1. Ainsi pour tout n € N, on a bien u, — 1 # 0 et v,, bien défini.

3. Soit n € N :
n—2—2un—4
oy Un+1_2:5u un7+; :3un—6:§un—2:§v
i Uppr — 1 D2l gy, — 4 du,— 1 4"

Ainsi la suite (v, )nen est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme 2.

4. On en déduit la formule explicite de vy, :

3 n

En remarquant que : u, (v, — 1) = v, — 2 et que la suite (v, )nen était toujours différente de 1,
on obtient que

-2 2
Vn € N, un:Ljun— (

-2
vp — 1 _m'

[EN[SSI SN[V

3 . . .
5. Comme —1 < 1 < 1, la suite (vy,)nen converge vers 0 et ainsi, on a : hnkI Uy = 2.
n—

Suites récurrentes

Correction 2.
: ) 2 2
1. Soit n e N;ona: 1 —upt1 =1+u; —2u, = (1 — uyp)”.
2. On pose v, = 1 — uy,. On a alors v,41 = v,%. Essayons de calculer v, : on a v; = v%, vy = vé,
. n
v3 = v5. On conjecture donc : Vn € N, v, =03 .
Montrons par récurrence sur n € N la propriété : P(n): v, = vgn.

BCPST1-Lycée Chaptal Page 1 2021/2022



Initialisation : pour n =0 :

On a : v’ = vg. Donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose la propriété vraie a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie
a lordre n + 1. On a vu que : v,41 = v2. On utilise alors '’hypothése de récurrence et on

obtient )
n n+1
Uni1 = (v§ )" =0}
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

VneN, v, =1uv .

On obtient donc pour tout n € N : u, =1 — (1 — ug)?".
Sil—wug>1 <& ug<0,alors: lim (1—1wug)?" =400, donc lim w, = —oo.
n—-+00 n—-+o00
Siug=0,alors 1 —ug=1et ainsi : Vn € N, wu, =0et donc lim wu, =0.
n—-+00
Si—1<l—u<1l<& 0<ug<?2 alors: lim wu,=1.
n—-+0o
Siug = 2, alors 1 —ug = —1 et (1 —up)?" =1, et ainsi : ¥n € N, wu, = 0 et donc
lim u, = 0.
n—-+0o
Sil—wuy < -1 ¢ wug > 2 alors (1 —up)? > 1, et donc lim (1 — ug)?" = +o0, soit
n—+00
lim wu, = —o0.
n—-+o0o

Correction 3.

1. Etudions la suite (uy)nen définie par

up € [0, 1]

1
Unt1 = 5(“2 +1)

. 1
Etude des variations de la fonction f : x — 5()(2 + 1) associée :

* La fonction f est définie sur R comme fonction polynomiale.
* la fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale et pour tout z € R :
f'(z) = .

* On obtient ainsi les variations suivantes :

x —00 -1 0 1 +00
f(z) - 0 +
400 \v 400
2

* Montrons que l'intervalle [0, 1] est stable par f. On a :
o La fonction f est continue sur [0, 1].

o La fonction f est strictement croissante sur [0, 1].
1
o f(0)= 5 et f(1)=1.

1
Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, on a en particulier que f([0,1]) = [2, 1} . Et

1
comme [2, 1} C [0,1], ‘l’intervalle [0, 1] est stable par f‘

BCPST1-Lycée Chaptal Page 2 2021/2022



. 1
e Etude du signe de la fonction g: x — 5()(2 +1)—x:

2+1-2 — 1)
PourtoutmeR:g(aj):x+2 x—(x2).Ainsi

la fonction g est positive sur R et ne s’annule qu’en 1. ‘

e Calcul des limites éventuelles :
On suppose que la suite (uy,)nen converge vers un réel [ € Dy = R.

* On a donc :
o La suite converge vers [.

o La fonction f est continue sur R comme fonction polynomiale donc elle est en
particulier continue en [.

Donc d’aprés le théoréme sur les suite et fonction, on obtient que : lirf flug) = f(1).
n—-+0oo
* De pl i =1.
eplusona: lm upiy

* On peut donc passer & la limite dans I'égalité : u,41 = f(u,) et on obtient que :
L= f{)/

* Onadonc:l=f(l)eg()=0<1=1.
‘La seule limite éventuelle est 1. ‘

e Montrons que la suite est bien définie et que pour tout n € N, u,, € [0,1] :

* On montre par récurrence sur n € N la propriété
P(n): uy, existe et u, € [0,1].

* Initialisation : pour n =0 :
Par définition de la suite, on a bien que ug existe et ug € [0, 1]. Donc P(0) est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose que la propriété vraie a I'ordre n, montrons que
P(n+ 1) est vraie.

o Par hypothése de récurrence, on sait que u, existe et que u,, € [0,1]. En particulier
uy, existe et u, € Dy. Donc f(u,) existe c’est-a-dire u, 41 existe.

o Par hypothése de récurrence, on sait que u, existe et que u, € [0, 1]. Or l'intervalle
[0, 1] est stable par f. Donc f(uy) € [0,1] c’est-a-dire up4+1 € [0, 1].
Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

‘la suite (up)nen est bien définie et que pour tout n € N, w,, € [0, 1]‘

e Etude de la monotonie de la suite :
Soit n € N, on a : upt1 —up = f(up) — un = g(uy). Ainsi comme le signe de g est positif sur

R, on obtient que pour tout n € N : upy1 — up > 0. Ainsi ‘la suite (un)neN est croissante.

e Etude de la convergence de la suite :

* La suite (uy)nen est croissante et majorée par 1 donc d’apreés le théoréme sur les suites
monotones, elle converge.

* Comme la seule limite éventuelle est 1,

la suite (uy)nen converge vers 1.

2. Que peut-on dire si on choisit maintenant ug € [-1,0] ?

e Montrons que u; € [0, 1] :
On a:

* La fonction f est continue sur [—1,0] comme fonction polynomiale.

* La fonction f est strictement décroissante sur [—1,0].
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s f(-1)=Tet fO) =

2
1
Ainsi d’apres le théoréme de la bijection, on a en particulier que f([—1,0]) = |0, 2} .Orona
1 1 1
supposé que ug € [—1,0] donc f(up) € [0, 2}, A savoir u; € [O, 2} Comme {0, 2} C [0,1],

on a en particulier que : |uj € [0, 1].

e Lasuite (uy),>1 & donc un terme initial u; € [0, 1]. Ainsi la suite (uy,),>1 se comporte comme
la suite de la question précédente et en particulier elle converge vers 1. Mais le comportement

al’infini d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes donc ‘ la suite (un)nen converge aussi vers 1.

Correction 4.
. 3
1. Etudier les variations de la fonction f : z — ~2? — 2z + 3 associée :

e La fonction f est bien définie sur R comme fonction polynomiale.

e La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale et pour tout x € R : f/(x) =

3
—x — 2.
2x
e On obtient ainsi les variations suivantes :
x —00 4 2 “+00
3
f'(z) - 0 +
+00 00
Y
3

e Les limites en +o0o s’obtiennent avec le théoréme du monéme de plus haut degré.

. 3
2. Etudier le signe de la fonction g: z s f(z) —z = "2? — 3243 :
Le discriminant vaut A = 0 et 'unique racine est 2. Ainsi

la fonction g est positive sur R et ne s’annule qu’en 2. ‘

3. Calculer les limites éventuelles de la suite (uy)nen :
On suppose que la suite (u,)nen converge vers un réel [ € Dy =R,
* On a donc :

o La suite converge vers (.

o La fonction f est continue sur R comme fonction polynomiale donc elle est en particulier
continue en [.

Donc d’aprés le théoréme sur les suite et fonction, on obtient que : liI_P flug) = f(1).
n—-+0o0
x De pl o i =1.
eplusona: lm upiy
* On peut donc passer a la limite dans I’égalité : u,+1 = f(uy,) et on obtient que : [ = f(I)/

* Onadonc:l=f(l)eg(l)=0<1=2.
‘La seule limite éventuelle est 2. ‘

4. On suppose que uy > 2 :

(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N : u,, > 2 :
On peut commencer par montrer que 'intervalle |2, +00] est stable par f. On a f strictement

croissante sur [2,+oo[, et f(2) = 2. Donc pour tout z € [2,+o0], f(z) > 2 et 'intervalle
|2, 400[ est stable par f.

On montre par récurrence sur n € N la propriété : P(n) : w, existe et u, > 2.
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* Initialisation : pour n = 0 : par définition de la suite, ug existe et ug > 2. Donc P(0)
est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose que la propriété vraie a 'ordre n, montrons que
P(n + 1) est vraie. Par hypothése de récurrence, on sait que u, existe et que u, > 2.
Donc f(u,) existe c’est-a-dire w41 existe. De plus, l'intervalle ]2, +oo[ est stable par
f. Donc f(uy) > 2 c’est-a-dire up41 > 2. Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

‘la suite (up)neN est bien définie et que pour tout n € N, u, > 2. ‘

(b) Etudier la monotonie de la suite (u,)nen :
Soit n € N, on a : upq1 —up = f(up) — un = g(uy). Ainsi comme le signe de g est positif sur

R, on obtient que pour tout n € N : w41 — u, > 0. Ainsi ‘la suite (un)neN est croissante.

(c) Etudier le comportement a I’infini de la suite (u,)nen :

* La suite (un)nen est croissante donc d’aprés le théoréme sur les suites monotones, elle
converge ou elle diverge vers +oo.

* On suppose par I'absurde que la suite (u,)nen converge vers un réel [. On a alors :
o La suite (up)nen converge vers [.
o Comme la suite (uy)nen est croissante, on a pour tout n € N : u, > ug.

D’aprés le théoréme de passage & la limite, on obtient donc que : [ > wug. Or par
hypotheése, on sait que ug > 2. Ainsi on obtient que : [ > 2. Absurde car la seule limite

éventuelle de la suite (uy)pen est 2. Ainsi ‘la suite (up)nen diverge vers +oo. ‘

2
5. On suppose que ug € } 3,2{ :

2
(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N : un} 3’ 2[ :
2
On peut commencer par montrer que l'intervalle }3, 2[ est stable par f. Attention, ici f

2 2 4 4
n’est pas monotone sur }3,2 {, il faut donc traiter les deux intervalles } ] et } 2]

33 3
séparemment.
2 4 _ o 2 4 5
Sur 33| f est strictement décroissante et f 3) = 2, f 3] =3 Donc pour tout

2 4 2
m€]3,3], f(z) 6}2,2], donc f(x) 6]3,2[.

4 . . 4 5 4
Sur §,2 , f est strictement croissante et f (2) = 2, f 3) =3 Donc pour tout = € 5,2 ,

) 2
f(z) € ] 3,2}, donc f(z) € ] 3,2[.
. 2 . 2 . 2
En en déduit que pour tout = € }3,2 [, on a bien f(z) € }3,2[ : Iintervalle ]3,2[ est
stable par f.

2
On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : u, existe et u, € } 3’ 2 [

2
* Initialisation : pour n = 0 : par définition de la suite, ugy existe et ug € ]3, 2 [ Donc
P(0) est vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose que la propriété vraie a 'ordre n, montrons que

P(n+1) est vraie. Par hypothése de récurrence, on sait que u,, existe et que u,, € ] 3’ 2 [
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Donc f(uy) existe c’est-a-dire u,41 existe.

2 2 2
De plus, u, € }3,2[. Or l'intervalle ]3,2[ est stable par f. Donc f(u,) € }3,2[

2
c’est-a-dire up41 € 3 2|. Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

2
la suite (up)nen est bien définie et que pour tout n € N, u, € ] 3 2 [

(b) Etudier la monotonie de la suite (uy,)nen :
Soit n € N, on a: i1 —up = f(up) — up = g(uy). Ainsi comme le signe de g est positif sur

R, on obtient que pour tout n € N : upy1 — upn > 0. Ainsi ‘la suite (un)neN est croissante.

(c) Etudier le comportement & l’infini de la suite (u,)neN :

* La suite (uy)neN est croissante et majorée par 2 donc d’aprés le théoréme sur les suites
monotones, elle converge.

* Comme la seule limite éventuelle est 2,

la suite (uy)nen converge vers 2.

Correction 5.

2 _ x4+ 3 associée :

. 1
1. Etudier les variations de la fonction f : x +— gx
e La fonction f est bien définie sur R comme fonction polynomiale.

e La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale et pour tout € R : f/(x) =

2
-z — 1.
3
e On obtient ainsi les variations suivantes :
3
f(x) - 0 +
+o0 \v / +00
Y
/ 3\ 9 3
4

e Les limites en +o0o s’obtiennent avec le théoréme du monéme de plus haut degré.

. 1
2. Etudier le signe de la fonction g: z +— f(z) —z = §$2 —2x+3:

Le discriminant vaut A = 0 et 'unique racine est 3. Ainsi

la fonction g est positive sur R et ne s’annule qu’en 3. ‘

3. Calculer les limites éventuelles de la suite (up)nen :
On suppose que la suite (uy,)nen converge vers un réel [ € Dy = R.

* On a donc :
o La suite converge vers [.

o La fonction f est continue sur R comme fonction polynomiale donc elle est en particulier
continue en .

Donc d’apreés le théoréme sur les suite et fonction, on obtient que : lirf flup) = f(1).
n—-+00
* Deplusona: lim wu,41 =1L
n—+oo

* On peut donc passer a la limite dans 'égalité : un11 = f(uy) et on obtient que : [ = f(I)/
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* Onadonc:l=f(l) = g(l)=0<1=3.

‘La seule limite éventuelle est 3. ‘

4. Que peut-on dire de la suite (u,)nen lorsque up =3 ou ug =07 :

e Cas1:siug=3:

Comme 3 est le point fixe de f, on a: u; = f(ug) = f(3) =3 puis ug = f(u1) = f(3) = 3...
On montre alors par récurrence que

‘la suite (up)nen est constante égale a 3 et donc qu’elle converge vers 3. ‘

e Cas 2 :siug=0:

On a par définition de la suite : u; = f(ug) = f(0) = 3. Mais comme 3 est le point fixe de
la fonction f, on a alors ug = f(u1) = f(3) = 3 puis ug = f(u2) = f(3) = 3... On montre
alors par récurrence sur n > 1 que

‘la suite (up)nen est stationnaire égale & 3 et donc qu’elle converge vers 3. ‘

5. On suppose que ug €]0, 3[.

(a)

(b)

()

Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N : w, €]0,3[ :
On peut commencer par montrer que l'intervalle |0, 3] est stable par f. On traite ici les

intervalles }O, ;] et [2, 3[ séparemment.

3 3 9
La fonction f est strictement décroissante sur ]0, }, et f(0)=3,f <) =71 Donc pour

2 2
3 9 3
toutxe]O,Q],f(zv)GLL,z

3 3 9
La fonction f est strictement croissante sur [2,3[, et f(3)=3,f <2> =T Donc pour

], donc f(z) €]0, 3]

3 9
tout x € {2,3[,‘}0(@ € } 4,3], donc f(z) €]0, 3[.
Ainsi, pour tout = €]0,3[, f(x) €]0,3[, et donc I'intervalle ]0, 3 est stable par f.
On montre par récurrence sur n € N la propriété : P(n) : w, existe et u, €]0,3][.

* Initialisation : pour n =0 :
Par définition de la suite, on a bien que ug existe et uy €]0, 3[. Donc P(0) est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose que la propriété vraie a l'ordre n, montrons que
P(n+ 1) est vraie.

o Par hypothése de récurrence, on sait que u,, existe et que u, €]0,3[. En particulier
uy,, existe et u, € Dy. Donc f(u,) existe c’est-a-dire u, 41 existe.

o Par hypothése de récurrence, on sait que u,, existe et que u,, €]0,3[. Or l'intervalle
10, 3] est stable par f. Donc f(u,) €]0, 3| c’est-a-dire u,+1 €]0, 3[.

Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

‘la suite (up)nen est bien définie et que pour tout n € N, w, €]0, 3[. ‘

Etudier la monotonie de la suite (u,)nen :
Soit n € N, on a : upi1 —up = f(up) — up = g(uy). Ainsi comme le signe de g est positif sur

R, on obtient que pour tout n € N : w41 — u, > 0. Ainsi ‘la suite (up)neN est croissante.

Etudier le comportement a I’infini de la suite (u,),en :

* La suite (up)nen est croissante et majorée par 3 donc d’apreés le théoréme sur les suites
monotones, elle converge.

* Comme la seule limite éventuelle est 3,

la suite (uy)nen converge vers 3. ‘

6. On suppose que ugy > 3.
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(a) Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N : u,, > 3 :
On peut commencer par montrer que 'intervalle |3, +00] est stable par f. On a f strictement
croissante sur |3, +oo[, et f(3) = 3, donc pour tout x €3, 400, f(z) > 3 et l'intervalle
|3, 4+00[ est stable par f.

* On montre par récurrence sur n € N la propriété
P(n): uy, existe et u, > 3.

* Initialisation : pour n =0 :
Par définition de la suite, on a bien que wug existe et ug > 3. Donc P(0) est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose que la propriété vraie a I'ordre n, montrons que
P(n + 1) est vraie.

o Par hypothése de récurrence, on sait que u,, existe et que u,, > 3. En particulier u,
existe et u, € Dy. Donc f(uy,) existe c’est-a-dire u,41 existe.

o Par hypothése de récurrence, on sait que wu,, existe et que u,, > 3. Or l'intervalle
|3, +00[ est stable par f. Donc f(u,) > 3 c’est-a-dire u,41 > 3.

Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que

‘la suite (up)neN est bien définie et que pour tout n € N, u, > 3. ‘

(b) Etudier la monotonie de la suite (u,)nen :
Soit m € N, on a : upt1 —up = f(un) — un = g(uy). Ainsi comme le signe de g est positif sur

R, on obtient que pour tout n € N : u, 11 — u, > 0. Ainsi ‘la suite (up)neN est croissante.

(c) Etudier le comportement a infini de la suite (u,),eN :

* La suite (uy)nen est croissante donc d’apreés le théoréme sur les suites monotones, elle
converge ou elle diverge vers +oc.

* On suppose par I'absurde que la suite (u,)pen converge vers un réel . On a alors :
o La suite (up)nen converge vers [.
o Comme la suite (Un)neN est croissante, on a pour tout n € N : u, > ug.

D’aprés le théoréme de passage & la limite, on obtient donc que : [ > wugy. Or par
hypotheése, on sait que ug > 3. Ainsi on obtient que : [ > 3. Absurde car la seule limite

éventuelle de la suite (uy)pen est 3. Ainsi ‘la suite (up)nen diverge vers +oo.

7. On suppose que ug < 0.
(a) Montrer que u; > 3 :

On a :
* La fonction f est continue sur | — oo, 0] comme fonction polynomiale.
* La fonction f est strictement décroissante sur | — oo, 0].
* xEIPoof(x) =+4oo et f(0) =3

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, on a en particulier que f(] — 0o, 0[) =]3,400[. Or
on a supposé que ug €| — oo, 0] donc f(ug) € |3, +0o0], & savoir u; € |3, +00[. Donc on a bien

(b) En déduire le comportement a I’infini de la suite (uy)nen :
La suite (up)n>1 & donc un terme initial u; > 3. Ainsi la suite (uy,),>1 se comporte comme la
suite de la question 5 et en particulier elle diverge vers +o00. Mais le comportement & I’infini

d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes donc ‘ la suite (un)nen diverge vers 4oo.
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Correction 6.  C’est une suite de type up+1 = f(uy,), on donne les idées de 'étude. Ainsi la

rédaction dans une copie doit étre beaucoup plus détaillée qu’ici.

. 1 2
1. Etude de la fonction f associée : x +— ﬂ

La fonction f est définie, continue et dérivable sur R et

1
vz eR, f(z) = ;x
On obtient ainsi le tableau de variation suivant :
T —00 -1 0 1 +o00
f(x) - 0 +
400 v 400
Y 1 7
/ 1
1
0

2. Calcul des limites éventuelles :

La fonction f est continue sur R, ainsi, si la suite (uy)nen converge, elle ne peut converger que
vers | vérifiant

l=fl)sl=1.
Ainsi, 1 est la seule limite éventuelle de la suite.

. La suite est bien définie et elle appartient & I intervalle stable par f :
On remarque que [0, 1] est un intervalle stable par f et que ug = 0 € [0, 1]. Un raisonnement par
récurrence permet alors de vérifier que la suite est bien définie et que :

VneN, wu,e€[0,1].

. Etude de la monotonie de la suite :
La fonction f est croissante sur [0,1] et la suite (uy)nen est bien a valeurs dans [0, 1], ainsi, la
suite (up)nen est monotone. Il suffit alors de comparer uy et ug et on obtient
L >
UL = — > Uup.
1= 7 0

Ainsi, un raisonnement par récurrence permet de montrer que la suite (up)nen est croissante
(voir les exemples du cours, le raisonnement par récurrence est obligatoire).

. Etude de la convergence de la suite :
La suite (up)nen est ainsi croissante et majorée par 1, elle converge donc vers une limite finie
I € R d’aprés le théoréme sur les suites monotones. De plus, comme la seule limite éventuelle est
1, on sait que la suite (uy,)pen converge vers 1.

Correction 7.  C’est une suite de type un+1 = f(uy), on donne les idées de 'étude. Ainsi la

rédaction dans une copie doit étre beaucoup plus détaillée qu’ici.

1. Etude de la fonction f associée : z — /1 + 22
La fonction f est définie, continue et dérivable sur R et

T

Vz €R, f'(x) = NiEw=t

On obtient ainsi le tableau de variation suivant :
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x —00 0 —+00
f(x) - 0 +
+00 +00
f(x) \ 1 /

2. Calcul des limites éventuelles :
La fonction f est continue sur R, ainsi, si la suite (uy)nen converge, elle ne peut converger que
vers [ vérifiant [ = f(I). Un calcul rapide montre qu’il n’y a pas de limite éventuelle.

3. La suite est bien définie et elle appartient & I intervalle stable par f :
On remarque que [0, +00[ est un intervalle stable par f et que up = 3 € [0, +oo[. Un raisonnement

par récurrence permet alors de vérifier que la suite est bien définie et que :
vneN, u,>0.

4. Etude de la monotonie de la suite :
La fonction f est croissante sur [0, +o00[ et la suite (uy,)nen est bien a valeurs dans [0, +o00], ainsi,
la suite (u,)nen est monotone. Il suffit alors de comparer u; et uy et on obtient

V5

Uy = —— > Ugp.
9 0

Ainsi, un raisonnemnt par récurrence permet de montrer que la suite (uy)nen est croissante (voir
les exemples du cours, le raisonnement par récurrence est obligatoire).

5. Etude de la convergence de la suite :
La suite (un)nen est croissante donc d’aprés le théoréme sur les suites monotones, elle tend vers
une limite finie ou +oo0. Comme il n’y a pas de limite éventuelle possible, on montre par un
raisonnement rapide par 'absurde que la suite (u,)nen tend vers +oo

Correction 8. C’est une suite de type u,4+1 = f(uy), on donne les idées de I’étude.

1. Etude de la fonction f associée :  — e*
La fonction f est définie, continue et dérivable sur R et

Vz €R, f'(z)=¢".

On obtient ainsi le tableau de variation suivant :

x —00 0 +00
+00
A\ /
f(z) 1
0 —

2. Calcul des limites éventuelles :
La fonction f est continue sur R, ainsi, si la suite (u,)nen converge, elle ne peut converger que
vers [ vérifiant [ = f(I). Etudions alors la fonction g : =+ g(z) = f(z) — 2. L’étude d'une telle
fonction donne que :
Ve eR, g(x)>1.

En particulier, il n’y a pas de valeur d’annulation de g et donc il n’y a pas de limite éventuelle
pour la suite (up)neN-
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3. La suite est bien définie et elle appartient & I intervalle stable par f :
R™ est un intervalle stable par f et u; > 0. Ainsi, on montre par récurrence que la suite est bien
définie et que : Yn € N*;  w, > 0. (On ne commence pas au rang 0 car uy € R).

4. Etude de la monotonie de la suite :
Soit n € N, on a : upt1 — up = g(uy) > 1 > 0. Donc la suite (u,)nen est croissante.

5. Etude de la convergence de la suite :
La suite (un)nen est croissante donc d’aprés le théoréme sur les suites monotones, elle tend vers
une limite finie ou +00. Comme il n’y a pas de limite éventuelle possible, par un raisonnement
par I’absurde, on obtient que la suite (u,)nen tend vers +oo

Suites récurrentes doubles

Correction 9. On définit deux suites (up)nen+ €t (Vn)nen+ par

up + 2vp up + 3vy

up=1 vi =12 Vne€ N*, Upi1 = 3 Vnil = 1

1. On pose, pour tout n € N*, w,, = v, — u,. Donner ’expression de (wp)nen :
Soit n € N*, on a :
Up + 30 Up 20, vy —u, 1

Wn+1 = — = = —Wp.

4 3 12 12

Ainsi la suite (wn)neN* est une suite géométrique de raison B et de premier terme wy = v1—u; =

11. On en déduit donc I'expression explicite de w, :

1 n—1 1 n—1
Vo> 1. w, = w [ — —11(=) .
=2 Un w1(12> <12>

2. Montrer que (up)nen+ €t (Vn)nen+ sont adjacentes :

e Etude de la monotonie de la suite (uy,)pen+ :
Soit n>1,0n a:

Uy, + 20, 2(vp, —up) 2
Untl = Up = — 0 — Uy = —— " = W,

3 3 3

Or on connait I'expression de w,, on obtient donc :

) 1 n—1
vn € N, un+1—un:3><11<> > 0.

Ainsi, la suite (uy,)nens est croissante.

e Etude de la monotonie de la suite (Un)nen* :
Soit n > 1,on a:

Up + 3Un Up — Up -1

Un+1 — Un = 4

Or on connait ’expression de wy, on obtient donc :

—11 /1\"!
VnGN, Un+1—’l)n:4(12) SO

Ainsi, la suite (v, )nens est décroissante.
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e Montrons que lim v, —u, =0:

n—-+00
1 n—1
On a montré a la question précédente que pour tout n € N* : v, —u, = 11 <12) .
1 1 n—1
Comme : -1 < — < 1l,ona: lim (-— = 0. Puis par propriété sur le produit de
12 n—+oo \ 12
limites, on obtient que : lim v, —u, = 0.

n—+00

Ainsi, on a donc montré que les deux suites (uy)nen €t (vn)nen+ sont adjacentes. D’aprés le

théoréme sur les suites adjacentes, ‘elles convergent donc vers la méme limite. ‘

3. On pose pour tout n € N*, t, = 3u, + 8vy. Donner ’expression de (tn)nen+ et en
déduire la limite de (up)nen+ €t (Vn)nen :

e Expression de t,, pour tout n > 1 :

2 3
Soit n > 1, ona:th:Sung Un#—SUHt1 Un

‘la suite (t,)nen+ est constante égale & t1 = 3uy + 8vp = 99. ‘

= 3uy, + 8v, = t,. Ainsi

e Calcul de la valeur de la limite [ :
Comme la suite (t,)nen+ est constante, on a : Vn € N*, 3u, + 8v, = 99. De plus on
a démontré a la question 2 que les deux suites (up)nen+ €t (vn)nen convergent vers la
méme limite [ et ainsi par propriété sur les produits et somme de limites, on obtient que :
lim 3w, + 8v, = 11I. Par passage a la limite dans 1’égalité : 3u,, + 8v, = 99, on obtient

n—-+o0o
111 =99 =

donc que
Correction 10. Soient (ap)nen €t (bn)nen deux suites telles que ag = 0, bg = 1 et pour
tout n e N
ap+1 = —2ay, + by et bn+1 = 3an.

1. Démontrer que la suite (a, + by )nen est constante :
Soit n € N, on a :
Gnt1 + b1 = —2an + by + 3a, = an + by,.

Ainsi ‘ la suite (a,, + by )neN est constante ‘ et donc pour tout n € N : a,, +b, = ag+by = 1. Donc
(Vn €N, a,+b,=1.]
2. Pour tout n € N, exprimer a, en fonction de n :

Soit n € N. On a, en utilisant le fait que pour tout n € N, a, + b, = 1, que pour tout n € N :
b, = 1 — a,. Ainsi on obtient que pour tout n € N :

On+1 = —20n + by & an+1 =1 — 3a,.
On reconnait une suite arithmético-géométrique .

e (Calcul de la limite éventuelle : onrésout : [l =1-3l < [ =

| =

. 1
e Etude d’une suite auxiliaire : pour tout n € N, on pose v, = a,, — 1 Montrons que (vp)neN
est une suite géométrique de raison —3. Soit n € N, on a :
1 1 1
vn+1:an+1—4:1—3an—4:—3<an—4> = —3v,.
Ainsi la suite (vy)nen est bien une suite géométrique de raison 1 et de premier terme
1 1
Vg =ag—— = vk On en déduit 'expression explicite de la suite (v, )pen : pour tout n € N,

4

ona:uv, = —Z(—?))".
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e Expression explicite de a, pour tout n € N :

1 1 1
Pourtoutn € N,ona:a, = v,+- = —f(—3)"—|—1.0nad0nc: VYneN, a, =

=1 (1-(=3)").

=

3. Pour tout n € N, déterminer b,, en fonction de n :
Comme pour tout n € N, on a : b,11 = 3a,, on a : b, = 3a,_1. Puis en utilisant le résultat de

3
la question précédente, on obtient que |Vn € N, b, = 1 (1 — (—3)”_1).
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