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Chapitre 2 : Fonctions usuelles

I Fonctions polynomiales

1. 1 Constante

Définition 1. Soit a un réel et soit f la fonction définie pour tout = € R par
f(z) =a

On dit alors que f est la fonction constante égale a a.

I 2 Affine

e 7
Définition 2. Soit a,b deux réels et a # 0. Soit f la fonction définie pour tout z € R
par

flx)=ax+b

On dit alors que f est une fonction affine. On appelle a le coefficient directeur (ou pente)

de f et b son ordonnée a l'origine.
. J

( N
Proposition 3. Soit f(z) = ax + b une fonction affine. On a alors

— Sia>0, f(z) >0z > =2

—Sia<0,f(x)20<:>x§%b
- J

I. 8 Fonctions du second degré

Définition 4. Soit a, b, ¢ trois réels et a # 0. Soit f la fonction définie pour tout x € R
par
f(z) = ax® 4+ bx +c

On dit alors que f est une fonction polynomiale de degré 2.
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Définition 5. On appelle discriminant d’une fonction polynomiale de degré 2, f(z) ==
az?® + bz + ¢, le nombre souvent noté A :

A = b — dac
- J
4 7
Définition 6. On appelle racine de f un nombre r tel que f(r) =0
- J
4 7

Proposition 7. Soit f une fonction polynomiale de degré 2, f(x) = ax? + bz + c. Soit
A son discriminant. On a alors :

— Si A >0, f admet deux racines réelles

_—b+VA —b— VA

" 2a - 2a

ro =

— Si A =0, f admet une unique racine réelle

—b

r:%

— Si A <0, f n’admet aucune racine réelle (mais des racines complexes...)
. J

Exercice 8. Ecrire un script Python qui permet de résoudre les équations polynomiales de degré 2.

I. 4 Fonctions polynomiales de degré n

( 7
Définition 9. Soit ag, a1, as,...,a,, n + 1 réels avec a, # 0. Soit f la fonction définie
pour tout z € R par

f(@) = apz™ + an—12™ ' + -+ ar7 + ag

On dit alors que f est une fonction polynomiale de degré n.

Définition 10. (Généralisation) On appelle racine de f un nombre r tel que f(r) =0

II Fonctions In et exp

Théoréme 11. Il existe une unique fonction f définie sur R* vérifiant :

Vr>0f(z) =~ et f(1)=0

T

. J

( 7
Définition 12. On appelle logarithme népérien et on note In la fonction f du théoréme
précédent.

. J

( 7

Théoréme 13. Il existe une unique fonction f définie sur R vérifiant :

Vz >0f'(z)=f(z) et f(0)=1

BCPST1-Lycée Chaptal Page 2 2023/2024



( 7
Définition 14. On appelle exponentielle et on note exp la fonction f du théoréme

précédent.
. J

( 7
Proposition 15. On a pour tout z > 0 :

exp(In(z)) =z

On a pour tout z € R :

In(exp(z)) = =

& J

Propriétés du In, exp, puissances :

Propriétés du logarithme (a > 0, b > 0) : Propriétés de I'’exponentielle :
e In(ab) = o % =
i (5) 5
L4 = o — =
"% eb
e In(a?) = o (e =
e La fonction logarithme est ............ e La fonction exponentielle est ...............

Les inégalités suivantes sont ultra-classiques et doivent savoir étre prouvées :

( N
Proposition 16. Pour tout x € R :
e*>x+1
Pour tout x > —1 :
In(x+1) <z
- J
III Valeur absolue
4 7
Définition 17. La fonction valeur absolue est notée |- | : R — R et définie par :

r six>0

2] = —x siz<0

Remarque :

e En particulier, la fonction valeur absolue est toujours positive. De plus, |x| = 0 si et seulement si
z =0.

e Soit (r,y) € R? alors, |x — y| correspond & la distance entre x et y sur la droite réelle.
o C’est une trivialité que z < |z| et —x < |z].

e La fonction valeur absolue est continue sur R mais pas dérivable en 0.

4 7
Proposition 18. Soit, (z,y) € R?, on a alors :
L jol=| -2l
2. |zy| = [=[|y|
; z| _ |z
3. Siy # 0 alors, vl =
- J
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Proposition 19. Pour tout x € R,
(2?) = |z|
Pour tout € RT,

Wap=z=la

Proposition 20. Pour tout x € R,

2f? = Ja?| = 2?
. J

Démonstration. 1. Evident.
2. Disjonction de cas.
3. Poser ¢/ = % et appliquer 1.

O
Proposition 21. Soit a € R un réel et € > 0 un réel strictement positif. Pour tout z € R
on a
|t —a|<e<=a—-e<zr<at+e<=zEcla—€a+te.
En particulier, pour tout € > 0, l'inégalité |z| < e est équivalente & —e < x < e ou a x € [—¢, €.
Proposition 22 (Inégalité triangulaire §). Soit, (z,y) € R?, on a alors :
[z +y| < [z] + |y|.
Démonstration. Solution 1 : Disjonction de cas.
Solution 2 : On passe l'inégalité au carré. O
Corollaire  Soit (z,y) € R?, on a alors :
2] = lyl| < J= — y]
Démonstration. On pose ' = x et ¥ =y — . On a alors d’aprés l'inégalité triangulaire :
lyl = 12" +o/| < || + |y = |2 + |y — «l.
D'ou, |y| — |z| < |y — z| = |z — y|. L'inégalité —|y| + |z| < |z — y|, se montre de la méme fagon en
posant 2’ =z —y ety =y.
O

Enlever les valeurs absolues :

e Pour enlever une valeur absolue, il faut connaitre le signe de ce qui est a l'intérieur.
—> Etude de cas selon le signe de ce qui est a 'intérieur de la valeur absolue.

Exercice 1. Résoudre |x — 1| = 2z + 3.

Exercice 2. Résoudre 22 = |z|.

Exercice 3. Montrer que pour tout z,y € R? on a :

zty—|z—yl
2

Trouver et montrer une formule similaire pour max(z, y).

min(z,y) =

Exercice 4. Résoudre sur R les équations et inéquations suivantes :

L |—z—1]4+4=2z+1 -5z +1 3. le—1|+]z+2/<3
2. 83—z >|z+2] 4. |22 -2 —-5|>x -7
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IV Partie entiére

Définition 23. La fonction partie entiére est notée |-| : R — Z et définie par :

|z] =sup{n € Z|n < z}.

Remarques :

e La fonction partie entiére est parfois notée F(-). On évitera cette notation afin de ne pas la confondre
avec I'espérance d’une variable aléatoire, cf Chapitre Probabilité.

e La fonction partie entiére et continue sur R\ Z. Elle n’est pas continue aux poins entiers.

Exemples :

e [2]=2|-2]=-2
22| =2,|-22]=-3
o 7| =3, |-7]=-4

Proposition 24. La partie entiére de x € R est I'unique entier n € Z vérifiant :

n<z<n+l1.

Remarque :

e J’ai choisi de définir la fonction partie entiére avec la Définition 23 et de prouver la Proposition
24. On aurait pu faire 'inverse : définir la partie entiére de x comme 'unique entier n vérifiant
Iéquation n < z < n+ 1 puis prouver qu’elle vérifie |z| = sup{n € Z|n < x}.

Exercice 5. Montrer que pour tout x € R :
r—1<|z| <.

10"z |

Exercice 6. Calculer la limite de Ton

V  Fonction trigonométrique

( 7
Définition 25. Soit (O,;, j) un repére orthonormé du plan. Soit C le cercle unité, a
savoir le cercle de centre O et de rayon 1. On dit que C est le cercle trigonométrique.

Soit @ un réel et M le point de C tel que 6 corresponde & la longueur orientée le long
du cercle entre O et M. On dit alors que 6 est une mesure de angle (i, OM).

Définition 26. On définit le cosinus, le sinus et la tangente de 'angle 6 par :
e cos (0) est 'abscisse de M
e sin (A) est 'ordonnée de M

o tan (0) = 220

Théoréme 27. Pour tout 8 € R :

cos?() + sin?(f) = 1

=1+ tan?(9)

cos?(0)
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Remarques :

e Pour tout 0 € R :
-1 < cos(f) <
-1 < sin(f) < 1

e La fonction tan est définie sur R\ {n/2 + k7 |k € Z}.

Proposition 28. 1. cos est dérivable sur R et cos'(z) = —sin(z)

2. sin est dérivable sur R et sin’(z) = cos(x)

3. tan est dérivable sur R\ Uycz{5 + k7} et tan’(z) = 1 + tan?(z)

Valeurs particuliéres

T 0 T T E E T
6 4 3 2
cos ()
sin (x)
tan (z)

Exercice 7. Donner la valeur des nombres suivants :

N 0 2 T i 37 17
3 6 3 2 6
cos (z)
sin (x)
tan ()
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