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Chapitre 4 - Suites réelles usuelles

Définition 1. Définition d’une suite :
e Une suite réelle u est une application de N dans R (ou C).
e Pour désigner les valeurs prises par la suite, on note u,, a la place de u(n).

e Pour désigner la suite globale, on écrit (u,)nen : ¢’est la suite de terme général u,,.

Remarque. Certaines suites ne sont définies qu’a partir d’'un certain rang.
BXemmDle
Plus généralement, on note ................. la suite de terme général u,, définie & partir du rang ng.

& Ne pas confondre ... ...

Représentation graphique d’une suite On peut représenter graphiquement une suite réelle en
portant en abscisse les entiers naturels et en ordonnées les valeurs correspondantes de la suite. On
obtient ainsi une succession de points qui décrivent 1’évolution de la suite.

Exemple 1. Représenter graphiquement la suite (uy)n>1 de terme général u, = —

I Suite arithmétique

Définition 2. Définition d’une suite arithmétique :
Une suite (up)n>0 est dite arithmétique de raison r si pour tout n € N :

Up+1l = Up + 7T
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Proposition 3. Soit (uy)nen une suite arithmétique de raison r et de premier terme wy.

e Expression explicite : u,, = ug + nr

e Limite: lim wu, =
n—-+4o0o

n
e Somme des termes : Z U =
k=0

.

~

IT Suite géométrique

Définition 4. Définition d’une suite géométrique : Une suite (up)n>0 est dite géome-
trique de raison ¢
Un+1 = qUn

Proposition 5. Soit (u,),eN une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme wug.

e Expression explicite : u,, =

e Limite (pour ug > 0) : lirf Up =
n——+0oo

n
e Somme des termes : Z U =
k=0

.

~

III  Suite arithmético-géométrique
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Définition 6. Soit (uy),en une suite réelle. On dit qu’elle est arithmético-géométrique
8’1l existe deux réels a et b (a # 1 et b # 0 sinon on est dans les deux cas précédents) tels
que

Vn € N, upt1 = au, + b.

e Recherche de la limite éventuelle en résolvant al 4+ b = [.

e Etude de la suite auxiliaire (vy,)nen définie par : Vn € N, v, = u, — [.
* Montrer que la suite (v,,)nen est géométrique de raison a.
* En déduire son expression explicite.

e Expression explicite de (u,)nen en utilisant : Vn € N, u,, = v, +[.
Exemple 2. Soit (u,)nen la suite définie par : ug = 2 et pour tout n € N : u, 41 = 3u, + 4. Calculer
U,

1. Recherche de la limite éventuelle :

2. Etude de la suite auxiliaire (vy)nen

3. Expression explicite de la suite (un)nen
4

. Limite de la suite (up)nen

. . . 1 .
Exercice 7. On définit la suite (un)nen par : up = 4 et pour tout n € N : upq1 = —§u7L + 1. Donner son expression

n
explicite, sa limite et la somme E U-
k=0

Remarque. A Les réels a et b ne doivent pas dépendre de n!

. . . 2
Exercice 8. Trouver le terme général des suites définies par Uny1 = Nin, Uni1 = —Un, €t Upnp1 = 2.
n

IV  Suite récurrente linéaire d’ordre deux

4 7
Définition 9. Soient (a,b) € R? avec b # 0. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre
deux toute suite (uy,)pen vérifiant la relation de récurrence :

(R) VYneN, uyi2 =

avec deux conditions initiales données (ug et uy).
(S J

e Résolution de I’équation caractéristique associée a la suite :
(E) 2?—azx—b=0.

e Expression explicite de la suite selon le signe du discriminant de I’équation caractéristique :

* Si A > 0:(FE) adeux solutions réelles distinctes r; et 72, et I'expression explicite de la suite
est :

J(a,B) €R?, VneN, u, =
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* Si A =0, (E) a une solution réelle double rp, et I'expression explicite de la suite est :

3(a,B) €R%, VneN, u, =

* Si A <0:(FE) adeux solutions complexes conjuguées que ’on écrit sous forme exponentielle

pe' et pe=™ (avec p > 0 et § € R). L’expression explicite de la suite est alors :

3(a,B) €R%, VneN, u, =

e Calcul des constantes « et 3 & ’aide des valeurs des conditions initiales ug et w1 en résolvant un

systéme linéaire.
Exemple 3. Etudier la suite (u,)nen définie par : ug = 1 et u1 = 2 et Vn € N, tupi0 = —2uni1 + 3uy.

Exercice 10. Etudier les suites définies par :
e up=1letur =2et Vn € N, upy2 = dtn+1 — 4un.

e uo=1letus =1etVn € N,unta = —Unt+1 — Un.

¢

V Limites

V. 1 FEndcadrement

Théoréme des gendarmes pour montrer une convergence et obtenir la valeur de la
limite :

- N
Théoréme 11. Théoréme des gendarmes :
Soient trois suites (tn)neN, (Vn)neN €t (Wn)nen qui vérifient les hypothéses suivantes :

e & partir d'un certain rang : u, < v, < wy

o u, —{etw, =¥

Alors la suite (vy)nen converge et limy, oo vy, = £.
- J

. sinn
Exemple 4. Etudier le comportement de la suite () :
n neN*

Correction On a ’encadrement suivant :
Vz € R|sin(z)| <1

Donc pour tout n € N :

—1 _sin(n) 1
— < < =
mn n n
Comme % — 0,
. sin(n
li (") =0
n— o0 n
Exercice 12. 1. Soit la suite (un)n>1 définie par : pour tout n € N* : u, = m Etudier la convergence de cette
= n
suite.
1 n
2. Soit la suite (un)n>1 définie par : pour tout n € N* : u, = — Z e Montrer que la suite (un)n>1 converge vers
> " >

k=1

0.
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V. 2 Suites adjacentes

e 7
Définition 13. Définition de deux suites adjacentes :

Soient deux suites (uy)nen €t (Un)nen. On dit qu’elles sont adjacentes si

e (up)neN est croissante et (v, )nen est décroissante (ou inversement)

° (un—vn)—>0

4 7
Théoréme 14. Soient deux suites (u,)neN €t (vn)nen adjacentes.

Alors les suites convergent et ont méme limite.
. J

n
1
Exercice 15. Pour tout n € N, on pose : un = Y

1 .
T et v = Un + ol Montrer que ces deux suites convergent vers
k:o . .

la méme limite.

Correction (up)nen est une somme de termes positifs, elle est donc croissante.
Pour I'étude de la monotonie de (v, )nen, calculons v, — vy, -

1 1
Unbl = U = Und = Un F TN TN T () ()
1 n n (D +1)
4+ an+D(n+1)! nn+1)(n+1)!

nn+1)+n—(n+1)>2
N nn+1)(n+1)!
1
n(n+1D)(n+1)!

Donc (vy,)nen est décroissante.
Enfin

1
Up = Up = —— = 0
nn!

Donc les deux suites (u,)nen €t (vpn)nen sont adjacentes. D’aprés le théoréme, elles convergent et ont
méme limite.
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