Correction TD 4 - Suites réelles

usuelles
I Suites usuelles
Correction 1.
1. e (’est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme 2, ainsi

YneN, wu,=2+3n.

e Elle diverge vers +oo.

n + 1
e S=2n+1) 433 k=2n+1)+3 Y
k=0 2
2. e (’est une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme 2, ainsi
Vn e N, un—2+g.
e Elle diverge vers +oo.
n(n+1) 1)
S =2( 1) kE=2( 1)
° (n+ Z (n+ 1
3. e (C’est une suite arlthmethue de raison —5 et de premier terme 2, ainsi

YneN, wu,=2-—D5n.

e Elle diverge vers —oo.

n 1
e S=2(n+1)-5% k—2(n+1)—5"("2+).
k=0
4. e (C’est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 2, ainsi

vneN, wu,=23".

e Comme 3 > 1, la suite diverge vers +oo.

n
o S=23 3F=3""1_1

k=0
1
5. e (’est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme 2, ainsi
1 n

1
e Comme —1 < 3 < 1, la suite converge vers 0.

250 (-0)7)
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6. e (C’est une suite géométrique de raison —5 et de premier terme 2, ainsi
VneN, wu,=2(-5)".

e Comme —5 < —1, la suite n’admet pas de limite, elle est divergente de deuxiéme espéce.

n 1
e S=23(-5)F=_(1-(-5"").
k=0 3
7. e (’est une suite arithmético-géométrique. On applique la méthode vue en cours pour trouver I’expression
3
de u, en fonction de n. On obtient : Vn € N, wu, = 3 x 3" — 3
e Comme 3 > 1, elle diverge vers +ooc.
7 3(n+1)
S=-(3ntt 1) -2~
* 5= ) 2
8. e (’est une suite arithmético-géométrique. On applique la méthode vue en cours pour trouver I’expression
16 1\" 2
de u, en fonction de n. On obtient : Vn € N, w, = 9 (—2> + g

1
e Comme —1 < 5 < 1, elle converge vers 9

9. e (’est une suite arithmético-géométrique. On applique la méthode vue en cours pour trouver I'expression
de uy,, en fonction de n. On obtient : ¥n € N,  u, = 4(—1)" — 2.

e Elle n'admet pas de limite, elle est divergente de deuxiéme espéce.

¢« S=2 (1 - (—1)"“) —2(n+1).

Correction 2.
1. Comme toujours pour ce genre de question, on fait une récurrence.
e On montre par récurrence sur n > 3 la propriété P(n) :  wu, défini et u, > 1.
e Initialisation : pour n = 3 :
Ona:u =—1puisuy=—-T7et ug = % > 1. Ainsi, P(3) est vraie.
e Hérédité : soit n > 3, on suppose la propriété vraie a 'ordre n, montrons que P(n + 1) est vraie. Par

hypothese de récurrence, on sait que u, > 1, donc u, — 1 # 0 et uy,41 est bien défini. De plus, on a

Su, — 2
Upt1 > 1 & ————>1 & dup, —2>up+2 & uy, > 1.
Up + 2

Ici on a utilisé le fait que u, > 1 d’aprés P(n), et donc que u, + 2 > 0. On arrive u,, > 1 qui est bien
vrai, donc par équivalences, u,+1 > 1 est vrai aussi. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que Vn > 3, u, > 1.

2. La suite (vp)nen est bien définie car ug, uj, ug ne sont pas égaux a 1 et ensuite on a Vn > 3, u, > 1. Ainsi
pour tout n € N, on a bien u, — 1 # 0 et v, bien défini.

3. Soit m € N : S o ow 4
opyy - Gnn1=2 PR 8w =6 3un -2 3
mt Uppr — 1 B2t gy, 4 du,—1 4"

3
Ainsi la suite (vy,)nen est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme 2.
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4. On en déduit la formule explicite de v, :

3 n
N n=2-1 .
YneN, v <4)

En remarquant que : u, (v, — 1) = v, — 2 et que la suite (vy,)nen €était toujours différente de 1, on obtient
que

Up — 2 2
vy, — 1 2(3)n —1°

Vn e N, u, =

3 .
5. Comme —1 < 1 < 1, la suite (vy)nen converge vers 0 et ainsi, on a : hn&I Uy = 2.
n—

Correction 3. Toutes ces suites sont des suites linéaires récurrentes d’ordre deux, on les résout en étudiant
I’équation caractéristique. Je ne donne ici que le résultat.
1
_ +1
=1 (3” + (—1)”)
2.VneN, wu,=(1-n)2"

1. VneN, wu,

5
3. VneN, wu, = (2 — 4n> (=4

4. Suite de Fibonacci, Vn € N,  u, = RN V5 1 [1- V5 .
VA N AU

5. VneN, wu,=2" (cos (%) + sin (%))

Correction 4. Pour toutes ces suites, on conjecture le résultat en itérant la relation de récurrence puis on
le démontre rigoureusement par récurrence. Je ne fais pas ici la récurrence mais elle doit étre présente dans toute
copie. Je ne donne ici que le résultat, & savoir u, en fonction de n.

3n71 3n71
1. VneN, u,= on=1"1 = 5oy
3k n+1
2. Méthode 1 : on conjecture que Vn € N, u, = 2 x 23 x 23 x ... x 23"71u8" — 250" =25 et on fait une
récurrence.
Méthode 2 : on pose u,, = 2", et on essaye de calculer la suite (vy)nen. On a ug =2 = 21 donc vy = 1. De
plus, on a :

Unp1 = 2(up)? & 291 =2 % (2)3 & 20t =28t o g =30, + L.

On en déduit que (v, )nen est une suite arithmético-géométrique. La méthode habituelle donne ensuite v, =

3 3™ 1 . gntl_y
— — —, so0it u, =2 2

X
2 2 2

II Etude de suites

Correction 5.
1. Comme toujours pour ce genre de question, on fait une récurrence.
e On montre par récurrence sur n > 3 la propriété P(n):  u, défini et u, > 1.
e Initialisation : pour n = 3 :

37
Ona:wu; =—1puisus = —7et ug = 5> 1. Ainsi, P(3) est vraie.
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e Hérédité : soit m > 3, on suppose la propriété vraie a l'ordre n, montrons que P(n + 1) est vraie. Par
hypothése de récurrence, on sait que u, > 1, donc u, — 1 # 0 et up,4+1 est bien défini. De plus, on a

Suy, — 2
Upy1 > 1 & ————>1 & dup, —2>up+2 & uy, > 1.
Up + 2

Ici on a utilisé le fait que w, > 1 d’aprés P(n), et donc que u, + 2 > 0. On arrive u,, > 1 qui est bien
vrai, donc par équivalences, u,4+1 > 1 est vrai aussi. Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que Vn > 3, u, > 1.

2. La suite (vp)neN est bien définie car ug, u1, ue ne sont pas égaux a 1 et ensuite on a Vn > 3, u, > 1. Ainsi
pour tout n € N, on a bien u, — 1 # 0 et v, bien défini.

3. Soitn € N : S oo 4
Up—2—2Up —
vry = un+1—2:T:3un—6:§un—2:§v
n+ Upy1 — 1 Sp—2—Un—2 du,, — 4 du, —1 4™

Un+2

Ainsi la suite (vn)neN est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme 2.

4. On en déduit la formule explicite de vy, :

3 n
N n=2-1 .
YneN, v <4>

En remarquant que : u,(v, — 1) = v, — 2 et que la suite (vy,)nen était toujours différente de 1, on obtient
que

-2
Vn € N, un:vn

<
S
\
[\
—
NN AN
~—
3
[
=N

~—
3

Up — 1

DN
—

3 . o .
5. Comme —1 < 1 < 1, la suite (vy,)nen converge vers 0 et ainsi, on a : th Up = 2.
n—

Correction 6.
1. Soit n € N,on a: 1 —upy =14+ u2 —2u, = (1 —uy,)>
2. On pose v, = 1 — u,. On a alors Unt1 = v2. Essayons de calculer v, : on a v; = v%, vy = vé, vy = vg. On
conjecture donc : Vn € N, v, = v .
Montrons par récurrence sur n € N la propriété : P(n): v, = vg".
e Initialisation : pour n =0 :
On a : v’ = vg. Donc P(0) est vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose la propriété vraie & I'ordre n, montrons qu’elle est vraie & ordre

n+1. On a vu que : v, 1 = v2. On utilise alors I'hypothése de récurrence et on obtient

2 +1
Unp1= (v ) =vg .
Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que
n
vneN, wv,=1v5".

On obtient donc pour tout n € N : u, = 1 — (1 —ug)?".
e Sil—wuy>1 4 ug<0, alors: lim (1—wug)?" = +o0, donc lim wu, = —oo.
n—-+o00 n—-+0o00

e Siug=0,alors 1 —ug=1etainsi : Vn € N, u, =0 et donc liIE u, = 0.
n—-+0oo

e Si—1<l—-uy<1l <« 0<ug<2, alors: lim wu, =1.
n—-+00
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o Siug=2,alors 1 —ug=—1et (1 —ug)® =1,etainsi: Vn €N, u, =0et donc lim wu, =0.

n—-+00
e Sil—uy<—1 & ug>2 alors (1 —ug)?>1, et donc lim (1 —wug)?" = +oo, soit lim wu, = —oo.
n—-+4o0o n—-+00

Correction 7. On définit deux suites (up)nen* €t (Vn)nen+ par

2 3
w =1 vy =12 Vne N, unﬂzw vnﬂzw

1. On pose, pour tout n € N*, w,, = v, — u,. Donner I’expression de (wp)nen :

Soit n € N*, on a :

Up + 3V, Up + 20,  Up — Up 1

4 3 12 12

Ainsi la suite (wn)neN* est une suite géométrique de raison ID et de premier terme wi; = v1 — u; = 11. On

en déduit donc I'expression explicite de w,, :

1 n—1 1 n—1
Vn>1, w, =w [ — (=) .
n=2 Wn wl(m) <12)

2. Montrer que (Un)nen* €t (Vn)nen+ sont adjacentes :

e Etude de la monotonie de la suite (Un)nen* :

Soit n > 1, on a:
Uy + 20y, Q(Un - un) 2
3 "3 3
Or on connait 'expression de w,, on obtient donc :

Unp41 — Unp =

2 1 n—1
Vn € N — =-x11(— > 0.
n y Un+41 Un, 3 (12)
Ainsi, la suite (uy)nens est croissante.

e Etude de la monotonie de la suite (v,)nen+ :

Soitn > 1,0n a:
Up + vy, Uy, — Up, —1

4

Or on connait ’expression de w,, on obtient donc :
—11 /1\"!
Vn € N, vn+1—vn—<) <0.

Ainsi, la suite (vp,)pen+ est décroissante.

Un+1 — Un =

e Montrons que lim v, —u, =0:

n—-+o0o
1 n—1

On a montré a la question précédente que pour tout n € N* : v, — u, = 11 <12> . Comme :
1 n—1

—1l<-—=<1l,ona: lim (-— = 0. Puis par propriété sur le produit de limites, on obtient que :
12 n—+oo \ 12

lim v, —u, =0.
n—-+oo

Ainsi, on a donc montré que les deux suites (up)nen+ €t (vn)nen+ sont adjacentes. D’aprés le théoréme sur

les suites adjacentes, ‘elles convergent donc vers la méme limite. ‘

3. On pose pour tout n € N*, t, = 3uy, + 8v,. Donner ’expression de (t,)nen+ €t en déduire la limite
de (un)neN* et (Vn)neN* :
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e Expression de t,, pour tout n > 1 :

2 3
Soitn >1,ona:ty, ;= 3un—; Un + 8un—z Un _ 3uy, + 8vy, = t,. Ainsi

‘la suite (¢, )nen+ est constante égale a t1 = 3u; + 8v; = 99. ‘

e Calcul de la valeur de la limite [ :
Comme la suite (t,)nen+ est constante, on a : Vn € N*, 3u, + 8v, = 99. De plus on a démontré &
la question 2 que les deux suites (up)nen+ €t (Up)nen+ convergent vers la méme limite [ et ainsi par

propriété sur les produits et somme de limites, on obtient que : liIJIrl 3u, + 8v, = 111. Par passage a
n—-+0oo

la limite dans I’égalité : 3u,, + 8v,, = 99, on obtient donc que
111 =99

Correction 8. Soient (ay)nen et (bn)nen deux suites telles que ag = 0, bg = 1 et pour tout n € N
apt+1 = —2a, + by et bnt1 = 3an.

1. Démontrer que la suite (a, + by)nen est constante :
Soit n € N, on a :
Gn41 + bpy1 = —2an + by + 3a, = an + by,.

Ainsi |la suite (a, + bp)nen est constante‘ et donc pour tout n € N : a, + b, = ag + by = 1. Donc

¥n €N, ap+ by =1

2. Pour tout n € N, exprimer a, en fonction de n :
Soit n € N. On a, en utilisant le fait que pour tout n € N, a, + b, = 1, que pour tout n € N : b, = 1 — a,.
Ainsi on obtient que pour tout n € N :

Ont+1 = —2ap + by & apr1 =1 — 3ay.

On reconnait une suite arithmético-géométrique .

e (Calcul de la limite éventuelle : onrésout : [ =1—-3l < [ = %

. 1
e Etude d’une suite auxiliaire : pour tout n € N, on pose v, = a, — T Montrons que (vp)pen €st une

suite géométrique de raison —3. Soit n € N, on a :

1 1 1
Un+1:an+1—*:1—3an—12—3 an—z = —3v,.

4
Ainsi la suite (vy,)nen est bien une suite géométrique de raison i et de premier terme vy = ag 7% = 72
On en déduit 'expression explicite de la suite (vy,)nen : pour tout n € N, on a : v, = —%(—3)”.
e Expression explicite de a,, pour tout n € N :
Pour tout n € N, on a : a, = v, + % = —%(—3)" + %.On adonc:|Vn €N, a, = i (1—(=3)").

3. Pour tout n € N, déterminer b,, en fonction de n :
Comme pour tout n € N, on a : by,+1 = 3a,, on a : b, = 3a,—1. Puis en utilisant le résultat de la question

3
précédente, on obtient que |Vn € N, b, = 1 (1 — (—3)"_1).
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