[ Correction - DM2 ]

Exercice 1. 1. Comparer (avec une inégalité large) pour tout n € N, les nombres n et 3". (Prouver
cette inégalité)

2. On considére la suite (uy,)nen définie par ug = 1, u; = 3 et pour tout n € N :
Un+2 = 3un+1 — 2uy,

(a) Enoncer I'inégalité triangulaire.
(b) Montrer que : Vn € N, |u,| < 4™.

Correction 1.
1. On va montrer par récurrence que P(n) : n < 3" pour tout n € N.
Initialisation : Pour n = 0, on a bien 0 < 3° = 1. La propriété P est donc vraie au rang 0.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie.

On a par hypothése de récurrence :
n+1<3"+1

Or pour tout n € N, 1 < 2 x 3" donc
3" 41<3x%x3" =3t

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

‘P(n) :nSS”‘

2. (a) Cf cours Va,y € R? :
|+ y| < [x] + [yl-

(b) On va montrer par récurrence que P(n) : |u,| < 4" et |u,1] < 471
Initialisation : Pour n = 0, on a |ug| = 1 < 4% = 1 et |u;| = 3 < 41, La propriété est vraie
au rang 0.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a l'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) :
< na1] <4 et |upo| < 4712 » est vraie.
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Uny1 < 4" par hypothése de récurrence. Il suffit donc de montrer que |u, o] < 4772, On
a

|un+2| = |3unt1 — 2u,|  par définition de (up)nen
= |3up41] + |2u,|  par inégalité triangulaire
<3%4™ £ 244" par hypothése de récurrence
<4"(3x4+2)
<4"(14)
< 4™(42)
< 4n+2

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

[ P(n) : fun| < 4" |

Exercice 2. Soit (F},)nen la suite définie par Fy = 0, F; =1 et pour tout n > 0

P%+2::F%+l*‘ﬁh-

n n
1. Montrer que pour tout n € N on a : ZFQk+1 = Fypyo et Z Forp = Fonyq — 1.
k=0 k=0

n
2. Montrer que pout tout n € N on a Z F,f =FoFhi1.
k=0
3. (a) On note ¢ = % et ) = 1;2‘/5 Montrer que ¢? = ¢ + 1 et 2 =1 + 1.
(b) Montrer que l'expression explicite de F,, st donnée par F), = %((p" —YPm).

F
(¢) En déduire que lim —2L =
n—oo  F,

Correction 2.

1. Nous allons montrer ces propriétés par récurrence sur l'entier n € N. Soit P(n) la prorpriété
définie pour tout n € N par :

n n
P(n) = Zng_H =Fopyo et Zng =Fopy1 — 1.
k=0 k=0

Montrons P(0). Vérifions la premiére égalité :

0
Y FPppi=FRu=FR=1
k=0

et
Fo=mN+F=1
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Donc la premiére égalité est vraie au rang 0.

Vérifions la sedonde égalité :

0
Y Fyp=F=0
k=0
et
Fouor1—1=F—-1=0

Donc la seconde égalité est vraie au rang 0. Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n. Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie.

Considérons la premiére égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1

n
Z Fopy1 = Z Fop1 + Fongs
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z Fort1 = Fopya, donc

k=0

n+1

> Fopp1 = Fanya + Fanys.
k=0

= Fopt4q. d’aprés la définition de (F},)nen

= Iony1)+2-

La premiére égalité est donc héréditaire.
Considérons la sedonde égalité de P(n + 1). Son membre de gauche vaut :

n+1 n
> Fa=Y Fu+ Fanio
k=0 k=0

n
Par hypothése de récurrence on a Z For = Fopy1 — 1, donc

k=0
n+1
Z Fop = Fongr — 1+ Fonyo.
k=0

= Fope3 — 1. d’apres la définition de (F),)nen

= Fy(ny1)41 — 1

La seconde égalité est donc héréditaire. Finalement la propriété P(n + 1) est vraie.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :
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n n
ZszH = Fopyo et Zsz = Fop1 — 1
k=0 k=0

n
2. On va montrer par récurrence que P(n) : Z F?=F,Fn1.

k=0
Initialisation : Pour n =0, on a 22:0 F,g = FO2 = 0 et FoF1 = 0. La propriété est donc vraie
au rang 0.
Hérédité :
Soit n > 0 fixé. On suppose la propriété vraie a 'ordre n.
n+1 n

On a Z F? = Z F2 + Fgﬂ Par hypothése de récurrence on a Y p_ F? = F, Fj,4+1 donc :
k=0 k=0

n+1
Y R =F.Foa+Fr,
k=0
= Fp1(Fp + Fog)
= Fp+1F+2  par définition de (F),)nen

La propriété P est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion :
Il résulte du principe de récurrence que pour tout n > 0 :

n
P(n): > Ff = FyFop
k=0

3. Le polynéme du second degrés X2 — X —1 a pour discriminant A = 144 = 5 les racines sont donc

p= 1‘*'2—‘/5 et Y = 1_7‘/5 En particulier, ces nombres vérifient : ¢> — ¢ —1=0et 12 —¢p —1 =0,

c’est-a-dire

(P =ptlety?=0¢+1]

4. Notons :u, = %(gp” — ") On a

(@ —¢%) =0

uyg =

(' —vh) =1

uyp =

Sl= &l
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et pour tout n € N on a

1
Un+2 = %(@nw - ¢n+2)
1
= ﬁ(@n@z) - ¢n(¢2))
1
= ﬁ(gan(cp +1)—9¢"(+ 1)) D’apres la question précédente
= \}g(w"“ + " — Pt — g7
1 n+1 n+1 1 n n
= — — + _ —_
\/g(w YY) Nl )
= Un+1 + Un
Donc u,, satisfait aussi la relation de récrurrence. Ainsi pour tout n € N, u,, = F;, = %(gp” —m).

5. D’apreés la question précédente on a pour tout n € N :

1 1
Foy1 "t — ot

Fn @"—wn

Donc,
d}n-&-l
Fn+1 (pn (1 B W)
=¥
F, oy
" o ( 80")
(Y n+1
)
=E)
©

Remarquons que || > |¢| en particulier |%| < 1 et donc
n+1
lim (d’) =0.

. Fr1
lim,, o0 }},: = p.

Finalemetn
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