TD 3 - Sommes, produits et

récurrences

I Factorielles

Exercice 1.
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= X _D:

IT Calculs de sommes

Exercice 2.
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= k=0
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Exercice 3. Coefficients binomiaux

Calculer les sommes suivantes :
n

Soit n € N*. Calculer les expressions suivantes :

(n+1)!
(n —3)!

Soit n € N, n > 3. Simplifier les nombres suivants :
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1. 51 = Z]< >
=0
2. T= k(k—1) <n>, puis Sy = Z k2 (Z) (on pourra écrire que k% = k(k — 1) + k).
k=1 k=1
"1 [n
% =2 <z>

Exercice 4. Sommes télescopiques
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n n
1. Soit xg, x1, ..., x, des nombres réels avec n € N. Calculer : Z(J}‘prl —x;) et Z(l‘prl —Ti_1).
=0 i=1

2. Calculer . éln |:(k‘—i-1)(k—2):|

Exercice 5. Sommes télescopiques

1 b
1. Déterminer (a,b) € R? tels que Vk € N* ) = kj—l + P En déduire :

n

1
Z(k+1)(k+2)'

k=1
2. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk € N* F—1 . + L + ¢ En
' ’ aue " k(k+D)(k+3) k k+1 k+3
L - k—1
déduire la valeur de ; EOESIE 3).
3. Déterminer trois réels a, b et c tels que : Vk € N* 1 = ¢ + L + ¢ En
' ’ aue Dk D(k+2) ko k+1 o k+2
o . 1
déduire la valeur de kz Kt )0k T 2).
- 1 n(n+ 3)

Retrouver ce résultat par récurrence : montrer que Vn > 1: = .
kzlk(k:+1)(k:+2) 4n+1)(n+2)

n
Exercice 6. Sommes et dérivation : Soit n € N* et S = Zk;(:)
k=1

n

1. On pose, pour tout = dans R, f(x) = Z <Z> 2%, Calculer f(z).
k=0

n
2. En déduire, pour tout = dans R, la valeur de g(z) = Z k<Z> xk_l, puis en déduire S.
k=1
n
Exercice 7. Sommes et dérivation : Soit n € N*. Pour tout z € R\ {1}, on pose f(z) = Zxk
k=0
1. Calculer f(x).
n n
2. En dérivant, calculer Z kz*~1 et en déduire Z kat.
k=1 k=1
n
3. Calculer de la méme fagon : Z k(k —1)zF2.
k=2
Exercice 8. Sommes d’indices pairs et impairs
n
Soit n un entier naturel non nul. On définit les sommes suivantes : S, = <§Z> et T, =
k=0

TS( 2n )
Pt 2k +1
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1. Montrer que S, + T}, =2*" et S,, — T}, = 0.

2. En déduire une expression de S,, et de T}, en fonction de n.

III Calculs de produits

Exercice 9. Soit (n,p,i) € N2 non nuls. Calculer les produits suivants :

n i+n n
L[]k et H k 4. [Jak - 2)
k=1 :1
2. Hexp <k> 5. H < )
k=1 n
3 ﬁ 2k 6 aide de factorielles.
1 2k +1 0 p—

n
k
E ice 10. Soit n € N*. Calcul El — .
xercice oit n alculer 2 n<2>

IV Calculs de sommes doubles

Exercice 11. Dans cet exercice, n,m et p sont deux entiers naturels non nuls et x un nombre
complexe. Calculer les sommes doubles suivantes :

n

n m n k noJ i
L. ZZP(QQ—FU 4. Z 1 7. sz—
p=0 g=0 k=0 1=k j=1i=0 !
21 e YY1 5 Y « >3 (1)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=i !
n.on . n? k+2
3> ) i 6. ki
=1 j=1 k=0 i=k
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