Correction TD5 - Trigonométrie

. 1 Reésolution d’équations trigonométriques

Correction 1.

e Calcul de cos (l) :on a pr_
12 3

o (35) = (5~ ) oo (s () 0 (5 ().

<W>:\/§(1+\/§).

soit apreés simplification : | cos

e Calcul de sin <17r—2) : de méme, on a

in () =0 (5 - 5) = (e () - (5o ().

Ty V2(V3-1)
sin (75) ==

soit aprés simplification :

7
e Calcul de cos (1;) : & partir du calcul précédent, on a :

us T T /T V2(1 —+/3
o (57) = (5 5) =-on () =| 2472

e Calcul de cos (g) et sin (g) : Il suffit de remarquer que : g 153

1
— T = On pose alorsﬁzg

et on obtient par la formule de duplication des angles : cos (20) = 2 cos? (#) — 1. Ainsi,

) +1
cos2 <7r):cos(4)+ _ \@4-2.

8 2 4

7r 7T
Le réel 3 est dans l'intervalle [0, 5] et le cosinus est positif sur cet intervalle, ainsi :

cos (T) = 1/ Y212
8/ 4

Une fois le cosinus connu, le sinus se déduit par la formule cos? (z) + sin? (x) = 1. On obtient

ainsi,

o (T V242 2-42
sin (—):1— = .
8 4 4

La encore, le sinus étant positif sur 'intervalle [0, }, on obtient :

ol 3
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Correction 2. Il s’agit dans cet exercice d’égalités trigonométriques fondamentales que 1’on résout
donc en appliquant la méthode du cours.

. 3 . .
1. Résolution de cos (5x) = - : L’égalité est de type équation fondamentale.

s

3k €Z, 5u = + 2k

cos (bx) = \gg & cos (br) = cos (—) & ¢ ou

ez, 5x:—%—|—2k7r.
On obtient donc
T 2km T 2kw
S={— 4+ pezbul - +220 ezl
{30+5’€}{30+5’€}
T
30 S 2
T AT ~30 5
30
T 41 s
30 5 30
L %0
30 5 30
T 6 T 8
3075 30 5
T8
30 5

Pour savoir combien de points tracer sur le cercle pour chaque ensemble de solutions, on cherche
la premiére valeur de k pour laquelle on retombe sur la solution de départ modulo 27w. Par

m
exemple, pour le premier ensemble de solution, on cherche k tel que — = 27, soit £k =5 : on

doit donc tracer 5 points sur le cercle trigonométrique. Méme chose pour le deuxiéme ensemble
de solutions.

1
2. Résolution de sin (4x) = -3¢ L’égalité est de type équation fondamentale.

ez, 4x:—%—|—2k‘7r

1
sin (4z) = -5 @ sin (4z) = sin (_f) & ou

6
Jk e Z, 4x:77+%+2k7r.

On obtient donc

m  kr Tm km
S—{—%+2,kEZ}U{%+2,k’EZ}.
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™ ™

247 2
7
LA 24
24
T
T 24
ﬂ—l_ﬂ-
T T 3T
ﬂJr?T ﬂ 7
T 3T
24 2

On remarque ici qu’il faut tracer 4 points pour chaque ensemble de solutions : en effet, on doit

k
chercher k tel que % = 2m, soit k = 4.

X
3. Résolution de tan (—) : L’égalité est de type équation fondamentale. On peut commencer par
chercher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de définition de
x T
la tangente, que : 5 # 5 +km, k€ Z & x# 7w+ 2kw, k€ Z. On résout ensuite ’équation

fondamentale et on vérifiera bien que les solutions trouvées n’appartiennent pas & l’ensemble
{m+2km, keZ}.

T T T T T
) = _1 <7> = (_7> 3 ) 5= 7 :
tan (2) tan 5 tan ke 5 1 k

On obtient donc

8:{—g+2k7r, kez}.

4. Résolution de tan (2x) = —+/3 : L’égalité est de type équation fondamentale. On peut com-

mencer par chercher le domaine de définition de cette équation. On a, d’aprés le domaine de
T Tk

définition de la tangente, que : 20 # — + km, k € Z & x # 1 + o k € Z. On résout en-

suite ’équation fondamentale et on vérifiera bien que les solutions trouvées n’appartiennent pas

. T  krw

a I’ensemble {4 + > ke Z}.

s

tan (2z) = —/3 < tan(2x) = tan <_§) s dkeZ 2z = —g + k.
il
3
On obtient donc 6

T km
S=<{——+—,kecZ;.
T ez

S

W
3
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Correction 3.

6
1. Résolution de sinx — cosx = \2F : On reconnait la forme a cos () +bsin (z), on applique donc
la méthode associée. On obtient alors
6 1 1 3v2 3 3
sinz —cosx = > V2 (—\/5 cos (z) + \/Esin (w)) = \[;f & cos <:1: - I) = \g
3T T
3 — = =
keZ, =x 1 5 + 2kw
“ 3
7r iy
ez -— = ——=+2
€cl, x 1 6 + 2km
On obtient ainsi :
e SurR:
117 T
=q—42 Z — +2 Z,.
Sr { 15 + 2km, k € }U{12+ km, k € }
e Sur [0, 27[ comme sur | — 7w, 7| :
T 11w
ﬁm%rzskmﬂ::{127t2}~
m
12

117

N
/

2. Résolution de —v/3sinx + cosx = v/2 : Méme méthode que dans Iexemple précédent. On

e Sur R:

obtient ainsi
Sn {

7
T ok, ez

T
—— +2 Z
5 + 2km, k €

12

ol

b
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e Sur [0,27] :
177 237
S = {1212}

e Sur [—m,m|:

T T
o[

12

m
12

1
3. Résolution de sinx + ﬁ cosx = 0 : Méme méthode que dans I'exemple précédent. On a :

1
sinx—k%cosx:O@cos(x—g):O<:>E|k‘€Z, :L‘—%:g—i-lm.

On obtient ainsi :

oSurR:S—{E)éT—i—lm,kGZ}.
o 11w
Sur [0,27] : | S =49 —,— /. -
e Sur [0,27] {6’ 5 }
T 5T
(] Sur [—7['771'[ S— {—6,6}

"
N
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4. Résolution de cos(2x) + v/3sin (2x) = V2 : Quitte & poser X = 2z, 'égalité est de type
acos (X)+bsin (X) = ¢, on applique donc la méthode du cours. On se rameéne ainsi a I’équation

s V2 s

2
fondamentale suivante : cos (X — g) =5 & cos (2z — g) =5 Ainsi,

™ ™
FkeZ 20—~ =242
keZ, 2z 3 4+ km
cos (2z) + V3sin (2z) = V2 < { ou

T T
3 Z 2z — — = —— + 2km.
keZ, 2z 3 4—1— km

On obtient ainsi :

e SurR: S—{xeR; EIkeZ,x—;Z—i—lm}U{xeR; EIkGZ,x:%—Hm}.

e Sur [0,27] :

_ [ 7 Tn % 8lx
1247247 247 24 |

o Sur | —m, 7| :

§_{ B 1m m Tr
a 247 24724724 [

T
24

25T 24
24
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Correction 4.
1. Résolution de tan?x + (1 — v/3)tanx — /3 = 0 : Le domaine de définition est ici celui de la
tangente, donc D = R\ {g + km, k € Z}. On pose alors X = tanz. On obtient

tanz = X

X2+ (1-v3)X —V3=0.

On calcule le discriminant, en utilisant ’astuce qui consiste a ne pas rassembler les termes sans
racine pour reconnaitre une identité remarquable : A = 1+ 3 + 2v/3 = (v/3 + 1)2. On obtient
donc —1 et v/3 comme racines. Ainsi on se raméne aux deux équations fondamentales suivantes :

tan2m+(1—\/§)tanx—\/§20<:>{

tanz = —1 EIkGZ,x:—%—i-kW
tan’z + (1 — V3)tanz — V3 =0 < { ou & ¢ ou
T
tanx:\/g. EIkGZ,:U:§—|—k7r
il
3m 3
4

On obtient ainsi :

S:{CL‘:—%—F/W, kez}u{gmw, keZ}.

NE

2. Résolution de v/2sin?x + (\/5 —1)cosx+1— V2 =0 : On commence par transformer le
sinus au carré par un cosinus au carré et on refait ensuite un raisonnement analogue. L’équation
a résoudre devient alors

ﬁsin2x+(ﬂ—l)cosx+1—\@:0 o \/icosza:—i—(l—\/i)cosm—lzo

cosr =X
=
V2X2 4+ (1-vV2)X —1=0.

-1
La résolution de I’équation du second degré donne ﬁ et 1 comme racines. La encore, il faut re-

marquer que : A = 14+2+2v/2 = (14++/2)2. Ainsi on se raméne aux deux équations fondamentales

suivantes
cos T ! cos cos 57
=-—— T = il
V2 4
V2sin2z + (V2 —-1)cosz+1-vV2=0« &
ou ou
cosz =1 cosz = cos (0)

On obtient ainsi :

82{3:4—214:77, kez}u{—?fwkw, keZ}U{%m keZp|
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3. Résolution de 2sin*x —sin®x — 2sin®x +sinx = 0 : On fait 1a encore un changement de

variable. L’équation a résoudre devient alors

sinz = X
2¢intx —sin®z — 2sin?z +sinz =0 <
2X4 - X3 -2X24+ X =0.

On obtient ainsi une équation de degré 4, il faut donc commencer par rechercher les racines
évidentes. On a tout de suite que 0 est racine évidente et on obtient alors que : 2X4 — X3 —
2X?2+ X = X(2X3 - X2 —-2X +1). On remarque aussi que 1 est racine évidente ainsi que -1. On
obtient donc que : X (2X3—X2—-2X +1) = X (X —1)(X +1)(aX +b). Puis par identification des
coefficients d’un polynéme, on obtient que : 2X* — X3 —2X2 4+ X = X(X — 1)(X +1)(2X —1).

Ainsi les racines sont —1, 0, 5 et 1. On se raméne donc aux équations fondamentales suivantes :

3 1

2sin*z —sin®z — 2sin’x +sinz =0 < sinz = —1 ou sinz = 0 ou sinx = 5 ou sinx = 1.

On obtient ainsi :

S:{ngk:Tr, keZ}U{lm, keZ}u{erlm, keZ}U{izrnLka kez}.

6
Y
2
o ~
6 6
T
8
2

Correction 5.
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1. Résolution de cos (3x —2) =cos(2x — 1) :

dkeZ, X = Y +2kn
On sait que cos (X) =cos(Y) < ¢ ou On peut appliquer cela ici et
dkez, X = -Y +2km.
on obtient :
ez 3r—2 = 20— 142%nr ke v = 1+2kn
cos (3x —2) =cos(2zx — 1) & < ou & o
ez 3r-2 = —20+1+2%kn Wez z = % 2?}
3 27
On obtient ainsi : 5 5
3 2k 3
Sr={1+2knr kezZyUl2+ " kezl| 2
5 5 5
3 Ar
Et on a : 5" 5
33 23 4nm 3 6w 3 8m 3 S8r
S[O,?ﬂ[:{lﬂa—i_a_‘_?—i_a—i_}- -+ —
55 5’5 5’5 5’5 5 3 . 67 5 5
5 5
. . ™ . ™
2. Résolution de sin (3X — g) = sin (2x + E) :
dkezZ, X = Y +2kn
De méme, on sait que sin (X) =sin(Y) & < ou On peut appliquer
dkezZ, X = w-Y +2km.
cela ici et on obtient :
T
erZ,Sx—g - Zﬁ+%+2Mr Fkez, 7 +2
. 7r ) T
sin (33: — §> = sin (236 + g) & ou & ou
3k € Z, m_g :7ﬂﬂx—%+%m ez 2 g%+
w27
On obtient ainsi : 30  5al
2 7
T T 2kw il
[Ty z} M2 ezt 30
Sr {2+ km, k € u{30+ ke }
Et on a: ;% 4 4%
7 7w 197 31w 437 55w Z,% + 8%
02707127307 30 " 30 ' 30 " 30 .
Tr  Ox
30 5
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3. Résolution de tan (x+ 1) +tan (3x+1) =0 :
e On commence par rechercher le domaine de définition de cette équation. On doit donc
avoir pour tout k € Z : x + 1 # g + kmet3x+1 # g + km. On obtient donc que

T ™ 1 kr
D=R\<=—1+km—~—-+—, keZy.
\ {2 T T3t g }
e De méme que dans les deux exemples précédents, on sait que tan (X) = tan (V) < Jk €
Z, X =Y +kwn. On peut appliquer cela ici et on obtient en utilisant tout d’abord I'imparité

de la tangente :

tan(z+1)+tan(3z+1) =0 < tan(z+1)=—tan(3z+1) < tan(z + 1) =tan (—3x — 1)

1 k
o keZ r4+1=-3c—1+kreIkez x:—§+f.
1 k
Comme pour tout k € Z:—erl € D, on I 7
2 4 —=+ -
obtient : 2 4
& 1 =«
T - =
SR=<—=+—,keZ;| 2 2
R { 2+ 47 € }
Et on a : 1
2
S _ 1 1+7T 1+7T 1+37r 1+
L2772 2T 2 T2 2 2
4. Résolution de sin?x = 2 :
1 1
En posant X = sin (), on doit résoudre X2 = -, a savoir : X = — ou X = ———. On doit
1 1
donc résoudre sin (x) = — ou sin (z) = ———. On obtient ainsi
(z) 7 (z) 7

3T T s 3T
SR—{—4+2k7r, keZ}U{—4+2k7r, keZ}U{ZJr%Tr, kEZ}U{4+2lm, k:eZ}

3T m
4 4
Et on a :
T 37 Sw Tw
8[0,2#[: {747474}
b 7
4 4

5. Résolution de sin (2x) = cos (g) :
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Une fagon de faire ici est de transformer le cosinus en sinus. On obtient ainsi

%kez, 26 = ~4+L 4okn
2 2
sin(2:c):cos(§) & sin(2x)zsin<z+§)<:> ou
2 2 2
T T
dkeZ 2z = _ LT 4ok
€ ) € ™ 2 2+ T
m  4dkw
Jk e Z, =
v 3773
& ou
7w  4dkw
Jk e Z, = .
. 575
T
. .. 3T 3
On obtient ainsi : °on
) T
m  4km m  4km 5
=4-+—, keZ —+—, keZ;|
S T Y I
T
Et on a :
3 7 57 9 om
T 7w 3w Tw T 97 -
=y =0 0T o 5
8[0,271’[ {5737575aﬂ-33’5}' L
5 om
3

. Résolution de 2cos? (3x) +3cos(3x) +1=0:
On pose le changement de variable X = cos (3z) et on doit donc résoudre 2X2 + 3X + 1 = 0.

1

Le discriminant vaut A = 1 et les deux solutions distinctes sont donc X; = —1 et Xy = —35
1

Ainsi on doit donc résoudre cos (3z) = —1 et cos (3x) = —3 La résolution de ces deux équations

fondamentales donne

2 2 2 2 2
SR:{§+§W, keZ}U{FJrkW, keZ}U{—ﬂ+ma kEZ}-

9 3 9 3
47
9 I
3
27
Et on a : 8 )
9
2 7w 4w 87 10w 147 5w 167 ™
Soar =193 9 9" 9 30 g f| 10m
9 167
9
147r5?7T
9
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7. Résolution de 2sin?x = /3 sin (2x) :
En utilisant la formule de duplication du sinus, on obtient la factorisation suivante

2sinz = /3sin(22) < sinz (sinz — v3cosz) =0
& sinz=0ou sinz —V3cosz =0
& dkeZ, x=kwou sinz — v3cosz = 0.

La deuxiéme équation est de type acosx + bsinx. On obtient :

3 1 5
sinz —v3cosx = 2<—fcosx—|—2sinx):2cos<x—W).

2 6
Ainsi,
dkeZzZ, x = kn
ou
57 47
2sin*z = V/3sin (2z) < FkeZ, x=krou cos(:(:—6>:0<:> ez =z = ?4—2%#
ou
*kez z = %+2k7r
On a donc :
4 s
Sp = {km, k€ ZyU{ S + 2k, keZ U{§+2lm,kez}.
T
3
Et de plus :
47 i
S =<0,—-,m, —
[0,27[ { () 3}
Az
3

8. Résolution de sin (2x — g) = — COos (X + %) :

On transforme le cosinus en sinus afin de se ramener & une équation fondamentale. On a en
utilisant 'imparité du sinus :

(=)= (G e ) = e g) = (e5)
s ——)=—-sin{z—2— =) =sin{—2 —)=s - =)
in |2z — 7 in x in TG (2 -3

2 6 2
Ainsi,
T v
ez - —p_" 409
Re€Z 2w—7 =w—g+2hm WeZ z = —= 49
- - 12
sin(2x——>=—cos(m+—)© ou = ou
! 6 ez o L 2
7T T - -
SheZ, 2 - T =m—a+ 3 +2km v 36
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On obtient :

™

_ [ 197 437 67m 237
0270~ 1363636 12 ||

437
36

19
36
197 2kw
SR—{—E—I—Q]{?T kezju {36+ 3 kez} /
Et on a : \

9. Résolution de v/3cos?2x + 2cosxsinx — v/3sin?x =

),
AT

On commence par utiliser le formulaire de trigonométrie aﬁn de transformer I'expression :

V3cos?x + 2coszsinz — v3sin?z = V3 (cos? x — sin® z) + sin (2z) =

On pose X = 2z, et on factorise v/3 cos (2x) + sin (2z).
On obtient :

51
SR—{M+k7T, keZ}U{MJrkw keZ}

V3 cos (2x) + sin (2z).

2|

Et on a :

S . . {5 23w 297 ATm
0270 = 194> 24" 24 24 [~

10. Résolution de 1 + cosx + sin (5x) + sin (6x) =0 :

. / \
AT
Q

24

On commence par transformer I'expression grace au formulaire de trigonométrie afin de la mettre

sous forme factorisée. On obtient

11 11
14-cos z+sin (5z)+sin (6x) = 2 cos? <§>+2 sin <;> cos (g) = 2cos (g) (cos (g) + sin (;)) .

T
Ainsi résoudre 1 + cosz + sin (5x) + sin (6x) = 0 est équivalent & résoudre cos (§> = 0 ou

11
cos (g) + sin <2I> = 0. On peut déja résoudre la premiére équation

et on obtient

cos(%)zO@Hk‘EZ, %zﬁ—i—lmr(:)ﬂk‘ez, x =m+ 2km.

2

Etudions la deuxiéme équation :

(§>+- L1 DN (E)f N ADN ({)7
COS 5 S11 5 = COS 5 = Sin 5 COS B = sin

x n  llx w  2kw
= Z, — = —+—+2 3 Z = —— - —

keZ, > 5 + 5 + 2km ke T 10 3

<~ ou = ou

x m  llx T km

dkeZ, - = ————+2k - - _ ¥

€z, 5 5 5 + 2km dke”Z, =x 5 3
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Ainsi, on obtient

T 2km T km
= 2km, ke Z - —  keZ —_———keZz
S={r+2km, k¢ }U{ 10 £ € }U{ 73 3 € }

7w 3 Tm 7w 11w 117 157 157 197 197 237T}

t Span =4, n 2 2T
& 210,271 {4’10’12’10’ 12°7710° 12710 127 10 0 12

11. Résolution de tan*x + 2tan?x -3 =0 :
On pose le changement de variable X = tan? (z) et on doit donc résoudre : X? +2X — 3 = 0.
Le calcul du discriminant donne que les solutions sont —3 et 1. Ainsi, on doit résoudre les deux

équations tan® (z) = —3 et tan? () = 1. Comme un carré est toujours positif, la premiére
équation est impossible. La deuxiéme équation donne tan (z) = —1 ou tan (z) = 1.
On obtient donc 3r T
4 4
SRZ{—Z—F/WF, keZ}U{%Jrlmr, keZ}.
m™ 37 bmw Tmw
Soerl =\ 1 a0 a S 57 L
4 4

Correction 6.

4

1. Reésolution de sin*x + cos?x =1 :

Le domaine de définition est R. L’idée ici est de transformer ’écriture afin de factoriser.
sinfz+costz =1 ¢ sinfz—1+cos*r =0« (sin?z —1)(sin?x + 1) +cos*z =0
& —cos’a(sin?z +1) +costr =0 cos’x (— sin? x — 1 + cos? :c) =0

Fecz = = g+/m
r=0%& < ou
Fez z = kn

& —2co0s? 1 sin?

e

On obtient donc

S = {kn, keZ}U{nglm, keZ}.
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2. Résolution de sin 6 + sin (26) + sin (36) + sin (46) =0 :
Pour factoriser cette équation, il faut utiliser plusieurs fois les formules transformant les sommes
en produits.

sin @ + sin (20) + sin (30) +sin (46) =0 & 2sin (320> cos <—Z> + 2sin <729> cos (—g) =
o o (®) (s () a0 (7)) 0
cos (5 ) {sin{ 5 sin { =
0\ . (50
& cos <2) sin <2> cosf =0

Jkez o = T
5
ou
& < 3kez, 6 = n42%n
ou
Vs
hez, 6 = S+km

On obtient donc

2
SR:{];W, kez}u{nglm, kEZ}U{W+2k”a keZ}
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3. Résolution de cosf — cos (260) = sin (36) :
En utilisant tout d’abord les formules transformant les sommes en produits, on obtient

. (30 . 0 . (30N . [0
cosf — cos (20) = —2sin <2> sin (—2> = 2sin <2> sin <2>

. . (30 . . .
Afin de faire apparaitre sin 5 de I'autre coté, ce qui nous permet alors de factoriser, on utilise

la formule de duplication des angles et on obtient

30 30
1 = 2 1 e .
sin (36) sin ( 5 ) cos <2 >

On obtient ainsi

cosf — cos (20) =sin (30) < sin <329> (sin (g) — cos (329)) =0& < ou

( 30 2km
e I -
Sln<2> dkez 6 = 3
ou
= ou <\ JkezZ 0 = 7—30+4kr
. 0 . T 30 ou
ksm 5) T T o dkeZ, 0 = x+30-+4km.
On obtient donc :
2km ™ 0
Sx=q75 kez U{Z+k7r, keZ}U{—§+2kw, k;ez}.
2m
4
0
om
4
47
3 I
3 2
4. Résolution de cos? xsin (3x) + sin®x cos (3x) =0 :
On suit les indications.
e Expression de sin (3x) en fonction de sinx.
sin (3z) = sin(2x)cosz + sinz cos (2z) = 2sinz cos® z + sinz (1 — 2sin® z)
= 2sinzx (1 — sin? x) +sinx — 2sin® 2 = —4sin®z + 3sina.
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e Expression de cos (3x) en fonction de cosz.
cos(3z) = cos(2z)cosz —sin (2z)sinz = (2cos’z — 1) cosz — 2coswsin® x

= 2cos?r —cosx —2cos (1 — cos? x) =4cos®xr — 3cosx.
e Résolution.
3
cos? zsin (3z) +sin®zcos (3z) =0 < cos®z (—4sin®z + 3sinz) +sinx (4cos® x — 3cosz) = 1

3 3

< 3(sinzcos® x — sin® x cosx) = 1
: 2 L2 1
& coszsing (cos® x —sin*x) = 1

En utilisant les formules de trigonométrie :
3 . . 3 1. 1 .
cos® zsin (3x) 4+ sin®xcos (3z) =0 < 5 sin (2z) cos (2z) = g © sin (4z) =1

o 3k62,4x:g—|—2k‘7r

T  kr
& EIk:EZ,m:g%—?
%8
8
On obtient donc : T
8
S:{ngk;,keZ}.
9
8
T
8

Correction 7.

1. Tout d’abord, u = tan (%) est bien défini pour z € R\ {7 + 2km, k € Z}.
2
(a) On a 1+ 4% >0 donc 1_1_7u2 est bien défini. De plus, on a
u

L)
1—u? B cos?(%)  COS (%) — sin (%) _G0ST
14u2 14+ sin?(5)  cos? (%) + sin? (%) 1 '

o
o
1]

[
~—

[SIE]

~—
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(b) De méme, 1+ u? > 0 donc —— est bien défini. De plus, on a

Sin(z)
2u 2COS(%) _ 2cos (%) sin (%) _sinz sin
1+ u? 14 smz(%)  cos? (%) + sin® (%) 1
cos (%)

(c) On a1 —u? # 0 si et seulement si tan? (g) # 1, c’est-a-dire tan (g) ¢ {—1,1}. On doit
donc avoir xz € R\ ({7r +2km, ke Z}U {g +km, ke Z}) On a alors :

Sin(g)
2u 2COS(%) _ 2cos (%) sin (%) _ sinz ‘
1—u? 1 sin?(%)  cos? () —sin? (£)  cosz e
= (5)

2. L’équation est définie pour g € R\ {g + km, k€ Z}. Le domaine de définition est donc

|D =R\ {r + 2,k € Z}|

) T
On pose alors u = tan <—>, et on utilise les formules de la question précédentes pour transformer
I’équation. On est ramenés a résoudre

1 —u? 2u 1 —u? —6u+2u+2u—1—u? 2u(u? —u — 2)

-3 2u—1=0«& =0&
1+ u? 1+u2+ Y 1+ u? 1+ u?

=0.

On doit donc trouver les u tels que le numérateur s’annule. On obtient u € {0, —1,2}. On doit
ensuite revenir & la variable x, on résout donc

. tan(%):0<:>%:k7r,kez<:>:z::2k7r,kez
x T s s
0tan<§):—1<:>§:—Z+k7r,k€Z<:>m:—§—|—2k7r,k:€Z

e tan (g) =2« § =arctan(2) + k7, k € Z & & = arctan(2) + 2km, k € Z.

S = {2km ke Z} U {—g Y okm ke z} U {2arctan2 + 2k, k € Z}

. 2 Reésolution d’inéquations trigonométriques

Correction 8.
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1. Résolution de 2sin(x) —1 < 0 : On se rameéne a une inéquation fondamentale :2sinz — 1 <
1

0&sinz < 3

On résout alors cette inéquation fondamentale graphiquement :
T s

Sr = U}—6+2k7r,6+2k7r[.

keZ
Et on a:

S[O’Qﬂ—[ = [0, g[U] 57T,27T|:

Et finalement :

! i
6 6 T2 6
—-T =7 / 0=2n

2. Résolution de 2cos (2x) > /3 : On se raméne & une inéquation fondamentale :

2cos (2z) > V3 & cos (2z) > \f (%).

On résout alors cette inéquation fondamentale
graphiquement :

ol

2l

() & 3Fke€Z, —T+2km <2< T+ 2k C On

T T _T
& dke ”Z, —E+kw<x<ﬁ+kw. 6
: . _ _T K
obtient donc : SR—U} 12+k7r, 12+k77r[.

kez
Bien penser a refaire un deuxiéme cercle pour tracer les solutions, et pouvoir en déduire les so-
lutions sur les intervalles demandés.
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On a:

117 ™
s 117r 137 237 i —
Spon = 015U | o = [ U | 550 2| |
0,27 12 ] 12 12[ ] 12 W[ 12 12

Et finalement :

12 12712

117 T T
S}—Wﬂf} :]—TF,—|:U}—

1
3. Résolution de — tan (3x) > 1 : On se rameéne & une inéquation fondamentale :

V3

1
7 tan (3z) > 1 < tan (3z) > V3 (%)

On résout alors cette inéquation fondamentale
graphiquement :

*) © Jkez, %+k7r<3x<g+k‘7r

ke, 9 3 Srs 6 3

On obtient :

9 3’6 3

k k
SRZU]W%— 7T7T+7T{.
kez

refait alors un autre cercle trigonométrique (a faire) afin de placer les angles solutions et on ob-
tient, en prenant k € [0, 5] :

8 _}EE[nguﬁ%Umlﬁumi%Umini
0270~ 97 6 92 96 96 9 2 96 |
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La résolution graphique sur le cercle trigono-
métrique donne :

V3

4
sin(Bx)z—T & dke Z, —g+2k7r§393§§+2k7r

On obtient donc :

w  2km 4m  2kw
s=U |5+
keZ

/ G

On fait un cercle trigonométrique pour placer les solutions, et on obtient, en prenant k € [0,2] :

S 0 47 U 57 107 U 117 167 U 177w 9
p— —_— — —_— — — [ 7'(' .
[0,27[ ) 9 9 ) 9 9 9 9 9 3

Et finalement :
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5. Résolution de /2 cos (3x) <1 :

On a: v2cos (3z) <14 cos(3z) < \}5

La résolution sur le cercle trigonométrique

donne :
1 T T T
cos(S:r)gﬁ & EIkEZ,Z+2k7T§3x§Z+2k7T 4
2k 2k
o Thez T4 g T 3 Afin
12 3 12 3 \/i
On obtient donc : 2
7£
T 2km 7w 2kmw 4
s=Ul5+ 555
keZ

de donner les solutions dans [0, 27| et dans | — 7, 7], on représente les solutions sur un cercle tri-
gonométrique en prenant k =0, k =1 et £ = 2. On obtient alors :

S | Tm| |9 16wy 17w 23w
0270~ 1727 12 127 12 12712 ||

Et finalement :

N ——w—g—ﬂu—ﬁ—lulﬁug—ﬂw
J=mom] = 12 127 12 127 12 1277

6. Résolution de tan(x) <1 :

La résolution graphique sur le cercle trigono-
métrique donne :

tan (2) <1 3k € Z, —g—Hmr <z< Zwm.

On obtient : |Sg = U }—g —i—kw,%—i—kw] !
keZ

™

2
tention, les solutions pour la tangente sont définies modulo 7, et non 2x. Il y a donc deux inter-
valles solutions & tracer sur le cercle trigonométrique.
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=1

™
2
On a donc
T T 5T 3T
S[O,QW[ = |:0, Z:| U:| 5, 4:| U:| 2,27T|: .
Et finalement

Sew=|n =2 0] 3]0 5]

Correction 9.

1. Résolution de 4sin? (x) — (2 + 2v/3)sin (x) + /3 <0 :
On pose X = sin(x) et on doit donc résoudre 4X2 — (2 + 2v/3)X + /3 < 0. Le calcul du

3
discriminant donne A = (2v/3 — 2)2 et on obtient ainsi comme solutions \2[ et 3 Ainsi :

1
4X2—(2+2\/§)X+\/§§0<:>2§X§\§.

Comme X = sin (x), on obtient au final que :

| S

4sin’ (z) — (2+2V3)sin(z) + V3 <0< % < sin ()

La résolution sur le cercle trigonométrique
donne

T T 2w 5w
SR_,CLGJZ<[6+2kW73+2kW} U [3+2k7r,6+2k7r]>.

2. Résolution de tan? (x) -1 <0 :
Ona:tan’z —1< 0% —1 < tan(z) < 1. La résolution graphique sur le cercle trigonométrique
(a faire) donne

T T
Sr=U |-~ +km,—~ +knr
kezd 4 4

BCPST1-Lycée Chaptal Page 23 2023/2024



3. Résolution de 2cos? (3x) —3cos(3x) +1<0 :
On pose X = cos(3z) et on doit donc résoudre 2X2 — 3X + 1 < 0. Le calcul du discriminant

1 1
donne que les solutions sont 3 et 1. Ainsi 2X2-3X+1<0< 3 < X < 1. Comme X = cos (3z),
on obtient que :
1
2 cos® (3x) —3cos (3z) +1<0 b < cos (3x) <

Wl

<cos(Bx) <1 3JkeZ —g+2k7r <z< g+2k7r.

N |

La résolution sur le cercle trigonométrique
donne :
¢ \

9
On obtient donc : T
9
7 2kwm w 2kmw
s-U |5+ 55+ 5| n
keZ
9
137
9

4. Résolution de tan? (x) — (v/3 —1)tan(x) —v/3 <0 :
On pose X = tan (z) et on doit donc résoudre X2 — (v/3 — 1)X — /3 < 0. Le discriminant vaut
= (1 ++/3)? et ainsi les solutions sont —1 et v/3. On obtient donc :

X2-(V3-1DX-V3<0& -1<X <V3.
Comme X = tan (x), on obtient que :
tan’ (z) — (V3 — 1) tan (z) — V3 < 0 & —1 < tan (z) < V/3.

La résolution par le cercle trigonométrique (& faire) donne

Sk = U}—Z—i—kw iy -
keZ

1 1
5. Résolution de 1 < sin? (x) < 5"

1 1 1
On pose X = sin (z) et on doit résoudre 1 < X% < 3 ce qui est équivalent a X? — 3 <0et
1 1 1 1 1 1 1
f—X2§O. CommeXZ—f§0<:>——§X§—etquef—X2§O<:>X2foqu—f,
4 2 2 2 4 2 2

on obtient que

1 1 11 1 1] J1 1
Lexeoxe[-2 2oL Hemme -2 2uh L],
4= =2 2 2] 272 (z) V2l 2 27 VR
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La résolution sur le cercle trigonométrique (a faire) donne

S = U [— + 2k, 3T +2k7r} U [—% —|—2k7r,—% —|—2k7r} U [% + 2k,

f+2kw} U [3T 4 okr 2T 4ok
1 1 6
kezZ

4

Ve

6. Résolution de cos (x) — sin (x) > 5
bsin

)
On reconnait la forme acos (x) + (z) et on obtient donc

cos (z) —sin (z) > ?@\/5(12(:% 12sin(a:)> > ?@cos(m—i— 4) > \2f

v
On a ainsi obtenu une inégalité fondamentale de type cos (X) > 5 (avec ici X =z + Z) et on
résout donc cela graphiquement sur le cercle trigonométrique (a faire). On obtient alors

>]
>]

cos (x n %) > \f s Jkez, —g+2k7r <ottt <t iokr o ez —%—i—?kw <z< —%Jrz/m.

W
(@)

On obtient donc les solutions suivantes :

sr=J [—M%—% —W+2k:7r] .

1
7. Résolution de sin (x) — —=cos(x) < —1:
() = g cosx) <
On reconnait la forme a cos (x) + bsin (x) et on obtient donc

1 2 (1 V3

sin(z) — —=cos(z) < -1 & —— ( cos (z) — —— sin (x)) < —1< cos (x + g) > \ég

V3 V3 2

2
On a changé le sens de I'inégalité car ———= < 0. On a ainsi obtenu une inégalité fondamentale

V3

3
de type cos (X) > \2[ (avec ici X =z + E) et on résout donc cela graphiquement sur le cercle

trigonométrique (a faire). On obtient alors

>1
>]

cos (ac n g) > ‘f o Ikez —6+2k7r <o+E<Tiokrodkez —g+2lm <z< —%—i—Qkﬂ.

w
D

On obtient donc les solutions suivantes :

Sr = U [—g + 2k, —% + 2km
keZ

8. Résolution de cos (x) +sin(x) —1 <0 :
On reconnait la forme a cos (z) + bsin () et on obtient donc

1
\ﬁ'
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La résolution sur le cercle trigonométrique (& faire) donne :

m 1 us T Tm m
- — — &3 Z, —+2 —— < —42 3 Z, —+2 2w+ 2km.
cos(x 4)<ﬂ© ke ,4+ kr <z 4<4+/€7r(:> ke ,2—1— kr < x <2m+2km

On obtient donc :

Sk = U}g+2k7r,27r—|—2k7r[.
keZ

9. Résolution de v/3 cos (x) + sin (x) — v/2 < 0 : Méme méthode.

1
V2

V3cosz +sinr — V2 < 0e V3cosx +sinz < V2 & cos (9:— %) <

On obtient par résolution graphique sur le cercle trigonométrique (a faire) :
7
V3cosz +sinz —vV2<0 < dk e Z, %+2k7r<x—%< Zﬂ—l—Zlm.

Ainsi :

Correction 10.

1. Résolution de cos (2x) — cos (4x) < O :

. . . . . + . —
Une solution rapide consiste & utiliser la formule cosp — cosqg = —2sin (pzq> sin <p2q> et

a étudier le signe de chaque terme obtenu. Je détaille ici une deuxiéme solution :
cos (2z) — cos (4z) < 0 & cos(2x) — (2cos?(2z) — 1) < 0 & —2cos?(2z) 4 cos(2x) + 1 < 0.
On pose X = cos(2r), et on doit résoudre —2X? + X + 1 < 0. Les racines du trinéme sont 1 et
—5 et ce trindme est négatif & 'extérieur des racines. On a donc
1
(1) X e - oo,—i[u]l,—koo[.
On revient ensuite & x :
1 1
(1) & cos(2x) €] — oo,—i[U]I,Jroo[ & cos(2x) < —g ou cos(2x) > 1.

Or la deuxiéme inéquation est toujours fausse, donc on résout uniquement la premiére grace a
un cercle trigonométrique (a faire), et on obtient :

2 4 2
(1)@3k€2,§+2k7r<2x<§+2k7r(:>5|kez,g+k:7r<x<§+k7r.

2
On obtient ainsi |Sg = U ] g + km, g + kw[ . On en déduit :
keZ

T 27 4 B 2T o T 27
Sjo,2n[ = 33| Y303 Sl—ra] = 33| 33|
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2. Résolution de 2sin (x)tan(x) —3 <0 :
Le domaine de définition est ici celui de la tangente, soit D = R\ {g + km, k € Z}. Ici, ’idée est

sin (x)

os (x)
diviser des inégalités par un méme nombre, il faut connaitre son signe et ici on ne connait pas
le signe du cosinus. Plutot que de diviser ou multiplier par un nombre dont on ne connait pas le

signe, on MET SOUS LE MEME DENOMINATEUR. Ainsi, on obtient ici :

d’utiliser la définition de la tangente : tan (z) = . Attention : pour pouvoir multiplier ou

2sinztanz — 3 <0
2sin? (x) — 3 cos (z)
cos ()
2(1 — cos? (x)) — 3 cos (z)
cos (z)
2 cos? (z) + 3cos (x) — 2

< cos (z) >0

<0

<0

2X? +3X -2
On pose X = cos (), et on obtient : (2) < % > 0.

1
On doit donc étudier le signe de 2X? 4 3X — 2 dont les solutions sont -2 et 3 On obtient :

X -0 -2 0 % +00
2X% +3X — 2 + 0 - - 0 +
X - — + +
Q - 0 + - 0 +
.y . 1 1
Ainsi, on obtient : (2) & X €] —2,0[ U ]§,+oo[<:> —2 < cos(z) <0 ou 5 < cos (x).
La résolution par le cercle trigonométrique donne :
3
Sk = Ukez E—i—2/<:7r,—7T—i—2k7r U}—E+2]€7T,E+2kﬂ'{ .
2 2 3 3
Ainsi | Sjp e = [0, %[ U TATHET ol et s = |-m -2 u]-%.3[u] 57
ms1 =002 — |Ys 3 2’ 9 3 T €L Ol—ng] = T, 9 3°3 277T .
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3. Résolution de cos (3x) < —sin (3x + g) (%) :

(x) & cos(3z) +sin (3z + %) <0

=3 Cos(3x)—|—cos(g—3x—%) <0

< cos (3z) + cos (Z —3z) <0
< 2cos (g) cos (33: — %) <0
& cos (33; — g) <0 car 2cos (g) > 0.

On s’est donc ramené a une inéquation fondamentale que 1'on résout graphiquement sur le cercle
trigonométrique (a faire).

137w
; 137
*) < akez,g+2mg3x—g§§+2kw 4
5T
5 13
@erz,§+2kw§3x§%+2kw 217 51
57 2k 1370 2k 2
T T T T
& JdkeZd, —+—<xp < — .
YR i YR 5
On obtient donc : 297 24
24
57  2km 13w 2kw
oy Y e e L
R U[24+3’24+3] g
kezZ 24

obtient finalement :

S |om ml 2lm 297 3Tm 45w
0270~ 1947 24 24’ 24 247 24 | [

S ) o (_m 7| |57 137] 121w
e A Y 24 8 24" 24 24 | |

4. Résolution de cos (x) + cos (x + g) >0 (%) :
On obtient

Et :

T 0
(x) & 2cos(x+ 6) cos(—g) >0
0 T
& cos(w+g)>0 car 2cos(6)>0.
On s’est donc ramené a une inéquation fondamentale que I'on résout graphiquement (& faire).

2) & F*kez —g+2kﬂ<x+%<g+2km

2
o Fkez —§+2kw<x<§+2lm.

BCPST1-Lycée Chaptal Page 28 2023/2024



Ainsi on obtient :

3

T 47 2T
S[O,Qﬂ'[: |:0,3|:U:|3,27T|: et S}_ﬂ.’ﬂp]:] ,3|:

5. Résolution de 2 cos (x) — sin (x) > sin (3x) () :
On a

(x) & 2cosx > sinz + sin (3x) < 2cosz > 2sin (2z) cosx < cosx [1 — sin (2z)] > 0.

En remarquant qu’on a toujours sin (2z) < 1, a savoir 1 — sin (2z) > 0, I'inéquation (x) est en
fait équivalente a

cosz > 0 3k62,x#%+k‘w
(%) & < et & q et
1 —sin (2z) #0 Ik € Z, 7g+2k7r<a:<g+2k7r

Ainsi, on obtient :

suse = 505 5[] 5] 53115 51)

6. Résolution de 4 cos? (x) +2(v/3 — 1)sin(x) + V3 —4 > 0 (%) :
On a
() & 4(1—sin’z) +2(v/3—1)sinz +v3-4>0& —4sinz +2(v/3 — 1)sinz +v/3 > 0
X =sinzx
o 4sin2x+2(1—\/§)sinx—\/§<0<:>
4X242(1 —V3)X — /3 <0 ().

On résout (x) :
A=4(1-V32+16v3=4(1+3-2V3+4V3) =4 (1+3+2v3) = [2(1+\/§)}2.

3 1 1 3
Les solutions sont donc X; = £ et Xo = ——. Ainsi, on obtient (4) & —35 < sinz < \2[ On

s’est donc ramené & des inéquations fondamentales que ’on résout graphiquement.

2
3
On obtient :
s=J G—”+2kw,”+2kw[u}%+2kw,”+2kw
2\ 3 3 6 | _
6 9 6
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Correction 11.

1. La fonction f est bien définie si et seulement si cosxsinx # 0. Or on a : cosxsinz =0 < 3k €
Z o=Z+kroudkez, a=kn AlnSlDf—R\{ +kr, kr, ke Z}.

2. Réduction d’intervalle :
e Montrons que f est 7 périodique : pour tout € Dy, on a bien x + 7 € Dy et f(x +
) = In|cos(x + m)sin(x + )| = In| — cosz x (—sinz)| = 1n|cosxsinx] ( ). Ainsi la
fonction f est w périodique et on peut restreindre l'intervalle d’étude & |——, — \ {0}.
e Montrons que f est paire : Dy est centréen 0, et Voo € Dy,ona: f(—z) = In \ cos ( :L') sin (—x)| =

In|cosz x (—sinzx)| = In|coszsinz| = f(x) en utilisant le fait que la fonction cosinus est
paire, la fonction sinus impaire et le fait que | — 1| = 1. Ainsi la fonction f est paire et on

peut restreindre I’étude a |0, E[.
2
e Soit # € Dy, ona: f (g —:c) = In|cos <g —:1;) sin (g —x)] = In|sinzcosz| = f(x) en

utilisant le formulaire de trigonométrie.
On peut faire un dessin pour s’en rendre compte mais une telle égalité signifie que la droite

s
d’équation x = — est axe de symétrie pour la courbe. Ainsi on peut étudier la fonction sur

}0, %} puis faire la symétrie d’axe x = % pour obtenir la courbe sur |0, g[

3. La fonction x — cosxsinz est dérivable sur }O, %} comme produit de fonctions dérivables.
De plus, sur cet ensemble, cette fonction ne s’annule pas. Comme la fonction valeur absolue est
dérivable sur R*, on obtient que x + | cos x sin x| est dérivable sur ] 0, %} par composition. Comme
sur cet intervalle, la fonction est a valeurs strictement positives et que la fonction logarithme

T
népérien est dérivable sur R™, f est bien dérivable sur ]0, Z] par composition.
u
De plus, en étudiant des cas, on sait que (In|u|)’ = — si u dérivable. Ainsi ici on obtient que :
u

2 2
cos” x — sin” x cos (2z)
f'(z) = =

cosxsinT COS rsinz ’

Sur ,ona:cosx >0,sinz >0 et cos(2z) > 0 car 2z E}O, g} Ainsi on a : f'(z) > 0 sur

}0
Jo.3)

0 T
T Z
4
f > —In2
En effet : lim f(z) = —oo par propriétés sur les produit et composées de limites.

z—0t

4. Graphe de f :
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Correction 12.
1. La fonction f est définie sur R.
e Etude de la parité : R est centré en 0. Soit 2 € R : f(—2) = 3cos(—x) — cos (—3z) =
3 cosx — cos (3z) car la fonction f est paire. Ainsi f(—x) = f(x), et la fonction f est paire.
e Etude de la périodicité : vérifions que la fonction est 27 périodique :
* Pour tout z € R, x 4+ 27 € R.

* Soit z € R: f(x+27) = 3cos (x + 2m)—cos (3(x + 27)) = 3cos (z + 2m)—cos (3x + 67)
f(x) en utilisant la 27 périodicité de la fonction cosinus.

Ainsi la fonction f est 27w périodique.

Par 27w périodicité, on peut restreindre I’étude & tout intervalle d’amplitude 27, par exemple
[—,]. Puis par parité, on peut restreindre 'intervalle & [0, 7]. La courbe C¢ sera alors obtenue
par symétrie par rapport a ’axe des ordonnées puis par translation de vecteur 27

2. La fonction f est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables. Pour tout
x €R,ona: f/(r) = —=3sinz + 3sin (3z) = —3(sinx — sin (3z)) = —3 x 2cos (2z) sin (—x) =
6 cos (2z) sin (x) en utilisant une formule de trigonométrie et le fait que la fonction sinus est
impaire.

3. Etude du signe de f’ sur [0,7] :
Sur [0,7], on a : sin(x) > 0 et ainsi le signe de f’ ne dépend que du signe de cos (2z). On a :
cos(2z) > 0« Jk € Z, —g+2k77§2:z§ g—l—2k7r<:>3kez, —%+lm§x§ %—Fkﬂ'. En

faisant un cercle trigonométrique, on remarque que sur [0, 7], on obtient : cos(2z) > 0 < x €

3
[0, %] U [%, 7]. On obtient ainsi le tableau des variation suivant :
s 3T
xr 0 Z Z s
I'(z) + 0 - 0 +
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4. e La fonction f est dérivable en g donc la tangente a la courbe C; au point d’abscisse g
existe bien et son équation est : y = f’(g)(x— g) —l—f(g) On obtient ainsi : y = —6(x — =).

e La tangente est horizontale lorsque f/'(z) = 0. On obtient donc : f'(z) = 0 < cos (2z

k
Oou sinx =0« 3Jk € Z, xz%—l—%ouﬂkez, x = km.
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