I

Correction TD 6 - Nombres
Complexes

Forme algébrique d’un nombre complexe

Correction 1. Dans cet exercice, je ne détaille pas forcément tous les calculs, je ne donne que la

méthode générale ou des indications.

1.

1-—3i 4 3
Mettre sous forme algébrique z = T 3} Pz = - EZ On a un quotient de nombres
i

complexes dont on vaut la forme algébrique : on multiplie par le conjugué du dénominateur.

. Mettre sous forme algébrique z = (i —v/2)® : |z = /2 +5i.| On utilise ici une identité
remarquable.
1+ 4i 19 9
Mettre sous forme algébrique z = 1 + 53 2= ~% + z% On a un quotient de nombres
— 5i

complexes dont on vaut la forme algébrique : on multiplie par le conjugué du dénominateur.

9
V3 —i
1+iv3
marchent bien : Soit on commence par mettre sous forme exponentielle le nombre complexe

V3 —i
1+1iV3

I’autre co6té puis on passe & la puissance 9. Soit on commence par mettre sous forme algébrique

: |z = (—i)? = —i.| Ici plusieurs méthodes

Mettre sous forme algébrique z = (

en mettant sous forme exponentielle le numérateur d’un cété et le dénominateur de

le nombre complexe en multipliant par le conjugué du dénominateur et on passe a la

V3 —i
1+iV3
puissance 9.

1+1i)2
Mettre sous forme algébrique 7 = E]_—FT;Z : La encore il y a plusieurs méthodes
—1

qui marchent bien. Une possibilité est de mettre sous forme exponentielle 1+ d’un coté et 1 —1
de 'autre coté puis de les passer au carré et enfin de faire le quotient.

. 1 .
Mettre sous forme algébrique z = T 7 : On peut par exemple commencer
1
A . . . I+7 .
par tout mettre sous le méme dénominateur en bas et on obtient z = — = —— =i(1 +1).
=
Mettre sous forme algébrique z = (1 + i)2019 : ‘z = —21009 4 910095 ‘ Ici il faut commencer

par mettre sous forme exponentielle 1 + ¢ et on obtient que 147 = V/2¢'T . Ensuite on passe a la

e 2019 90197
puissance et on obtient que : z = (ﬁezi) = 21009\/561204119 . 11 faut alors compter le nombre

2019 2019
" Une fagon de voir les choses est d’écrire :

X 27

de tours complets que 1'on a fait dans
et de faire la division euclidienne de 2019 par 8. On obtient : 2019 = 252 x 8 + 3 et ainsi on a :
2019 3w 1009 i(252x27+25) _ 51009 V2 4 V2,

><27r:252><27T+Z.A1ns1ona:z:2 V2xe i) =2 \/i(—7+71>:
91009 4 91009,
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10.

11.

12.

2+5i 2-5i
Mettre sous forme algébrique z = — 4 — : |z = —3. | On peut par exemple mettre
gébriq Tt T peut par exemp
sous forme algébrique chaque terme de la somme de fagon séparée en multipliant par le conjugué

puis on les somme.

Mettre sous forme algébrique z = (5 — 2i)3 : ‘ z =65 — 142i. ‘ On utilise une identité remar-

quable.

Mettre sous forme algébrique z = 1 Pz = 14 zi On peut multiplier
(4 —1)(3 + 2i) 221 221

par le conjugué du dénominateur a savoir (4 + 7)(3 — 21).

Mettre sous forme algébrique z = <3+—12)1(i_531) Pz = % — 2;—; On multiplie par le

conjugué du dénominateur.

Mettre sous forme algébrique z = (v/3 — 2i)* : |z = —47 + 8y/3i.| On développe avec le
binéme de Newton.

Correction 2.

e Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de (x +i)2 : En développant (x + )2, on

obtient (z +1)? = (22 — 1) + 2iz. Ainsi

Re[(z+1i)?] =2 -1 et Im[(z+1)? =2z

x—3i T — 3

e Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de ———— :Ona: ———— =

II

x2 41— 2ix 2 +1—2ix
(z —3i)(z% + 1 + 2ix)
x4+ 622 +1

r— 3i z(z? +7) x— 3i —z2 -3
Re - = et Im - = .
24+ 1— 2z xd+622+1 2 +1—2ix zd+622+1

. Ainsi, on obtient

Forme trigonométrique ou exponentielle d’un nombre complexe

Correction 3. Dans cet exercice, je ne détaille pas forcément tous les calculs, je ne donne que la

méthode générale ou des indications.

1

2

. Mettre sous forme exponentielle z = —18 : . On a en effet commencé par calculer

le module qui vaut 18, puis on a mis en facteur le module et on a mis —1 sous forme exponentielle.

. . i A
. Mettre sous forme exponentielle z = —7i : On a en effet commencé par calculer

le module qui vaut 7. Puis on a mis en facteur le module et on a mis —i sous forme exponentielle.

3. Mettre sous forme exponentielle z=1+1i : |z = /2¢'7.| On a calculé le module qui vaut

V/2 et on ’a mis en facteur.
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4. Mettre sous forme exponentielle z = (1 +1i)% : On commence par mettre 1 + i sous forme
exponentielle et on obtient que 1 + 4 = /2¢*4. Ainsi on obtient que (1 + i)° = (\@)%i% =
4ﬂei%. Ainsiona: |z = 4\/§ei%ﬂ.

. 1+iv3 T .
5. Mettre sous forme exponentielle z = \f\f : Ici on peut par exemple mettre

3—1
sous forme exponentielle d'un co6té le numérateur et de 'autre coté le dénominateur. Puis on

utilise les propriétés sur les quotients d’exponentielles.

6. Mettre sous forme exponentielle z = —2ei5e 17 : Ici le calcul du module donne |z| = 2
car pour tout # € R : [¢®] = 1. On a donc : 2z = 2 [—1 X ed X e_%} — 2¢''15 . Ainsi on a :
2 =23
isr\ ©
7. Mettre sous forme exponentielle z = —10e'™ < T ) : Méme type de calcul qui utilise
e 4

les propriétés de I'exponentielle. Ici le module vaut 10 x 26 = 640 et on obtient que z = 640e’ 4

—27r —28m + 7 T ..
en remarquant par exemple que 1= 1 = —Tm+ 1 Ainsi

On simplifie alors e’ 1

ona:e 1 =™ = ¢ Ainsiona:|z = 64067 .
27 21 om o=
8. Mettre sous forme exponentielle z = —5 (cos (5> +isin <5)> |y = 5eiE ) _ 5,1
Eneffet ona: z = —5ei2?ﬂ — BeiTelie
9. Mettre sous forme exponentielle z = - — Mettons tout d’abord sous forme exponen-
2 23

i 1 1
tielle Z = — — ——. On a |Z| = —, ainsi,
2 23 12 V3

—_
—_

\/§> 1 2ir 1

Z:\/§<—2+’L2 :ﬁeg’:ﬁj-

1 (s
Ainsi comme z = = on obtient : |z = \/36_27 = /352

20

1+iv3
1-i

I'intérieur de la parenthése sous forme exponentielle. Comme c’est un quotient, on met sous forme

1+iv3

exponentielle de fagon séparée le numérateur et le dénominateur et on obtient que : T,
—1

.
2¢'s 7 L . 77\ 20 1407 35 . 5
__ = \/2¢'T2. Ainsi on obtient : z = (\/iezﬁ) = 2106175 = 910p175% = 9104in(10+3) —

V2e '

210 5 l0im o o175 — 91025 Ainsi on a : |z = 2105 .

10. Mettre sous forme exponentielle z = : On commence par mettre ce qui est a

1
11. Mettre sous forme exponentielle z= ——F—— 0 # il + km, k € Z : Commencons par
1+itand 2
calculer le module. Le formulaire de trigonométrie donne |z| = | cos#|. Il faut donc discuter selon

le signe du cosinus.
e Sicosf >0, c’est-a-dire si dk € Z, —g +2km <6< g + 2k ,alors
1 0

z=c080 X —————— = cosfe”
cosf +isinf
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3
e Sicosf <0, c’est-a-dire si dk € Z, g +2kn <6< g + 2k ,alors

—1 o
z=—cosx ———— = —cosfeTe

_ T—0)
cosf + isin @

= — cos fell )

1+itan(9)\" T .
—= N, 0#4 —-+knm, keZ : 1
1—itan(6)) ’ neN, o7 2+ ™ K€ “

plusieurs méthodes sont possibles. On peut par exemple commencer par simplifier le quotient

12. Mettre sous forme exponentielle z = <

1+ itan (0
ﬂian()- On obtient en utilisant la définition de la tangente :
1 —itan(0)
cos (0)+isin (6
1 +itan(0) (Cl:(e) o _cos () +isin(0)
1 —itan(9) w ~ cos(f) —isin(0)’

11 suffit alors de remarquer que : cos (f) + isin (8) = € et que cos () — isin (§) = cos(—6) +

isin(—0) = e en utilisant la définition de €, la parité du cosinus et I'imparité du sinus.
1+ ¢tan (6 et ;

Ainsi on obtient que : + (9) = — = ¢%% En passant a la puissance n, on obtient que :

1—itan () e %

Correction 4.

e Calculer le module de z; =t?+2ti—1:On a

)P = (2 = 1) + 42 =t + 2t + 1 = (1 + 7).

Ainsi, | |21] = /(1 +t2)2 = |1 + 2| = 1 + t? | car la somme de deux nombres positifs est positive.

e Calculer le module de z2 =1 — cos (t) +isin(t) : On a:

t
|22 = (1 — cost)® + sin® ¢ = 2(1 — cost) = 4 sin® <2)

Ainsi, |z9| = 2|sin (%)| 11 faut alors discuter selon le signe du sinus qui n’est pas toujours positif.

t t - t
* Si sin (2) >0, on a ||z = 2sin (2> Etude de sin (2> >0:

t
Sin<2> >0 dke”Z, 04 2kn <

t
§§7r—|—2k‘7r<:>5|k€Z, k7 <t < 27 + 4km.

>. Etude de sin <;> <0:

<27+ 2kw & dk € Z, 21 + 4dkm <t < 4w + 4km.

N | o+

t
* Si sin (2> <0, on a||z] = —2sin (

sin(é) <0«& dk e ”Z, 7T+2k71’§§

t
e Mettre z2 sous forme exponentielle : On distingue donc deux cas selon le signe de sin <2> .
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*x Cas 1 : Lorsque ¢ vérifie : 3k € Z, 4knm < t < 2w + 4kw (0 ne se met pas sous forme expo-
nentielle, il faut donc étudier uniquement les nombres complexes non nuls ce qui explique
les inégalités strictes) :

t
On a alors |z2| = 2sin (2> et donc

. t jT—t
Dans ce cas, on a donc obtenu que | z5 = 2sin <2 ez .

* Cas 2 : Lorsque t vérifie : dk € Z, 27 + 4km < t < 47 + 4k7 :

t
On a alors |zg| = —2sin <2> et donc en refaisant le méme type de raisonnement que
ci-dessus :
t - m—t t . L —t ] t . 3m—
Z9 = —2sin <2) [—eZTf} = —2sin (2> [e”eth_ = —2sin <2> e
. [T\ ;3m—t
Dans ce cas, on a donc obtenu que | zo = —2sin 3 ez

e Autre méthode : On peut également utiliser la méthode de I’angle moitié. On a en effet :

- —t

) ) ) ) t . t
2z9=1—cost+isint=1—e = e~i3 (elé — e_Z%> = 2isin (2) e~ = 2sin <2> ez .

On reprend ensuite les mémes cas, et on obtient les mémes résultats que précédemment.

Correction 5. Module et argument de 1 + u avec u de module 1 :
Comme u € C est un complexe de module 1, il s’écrit sous la forme u = ¢ avec ¢ un argument.
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Par la méthode des angles moitiés, on obtient :
1+u=e0+e¥=e% <ei§> + ef) = 2cos (g)e%

Ainsi, [1 +u| =2 ‘cos (g)) et il faut étudier le signe de cos <g>

|1+ u| = 2cos (g)
e Si cos <§> > 0, alors

arg (1 +u) = =[27].

N6

Et la résolution de cos (g) > 0 donne

COS(%)EO@HR‘GZ, 2+2k:7r<g g+2k7r<:>5|kzez =7+ 4k < o <7 + dkm.

|1+ u| = —2cos (%)
e Si cos <§> < 0, alors
arg (1 +u) = ——{—71[ 7.

En effet, —1 = '™
Et la résolution de cos (g) < 0 donne

3
cos (£) <0 3kez, Z+2%n <L < T4 2%n e Ik eZ, m+dkr < o < 3+ dkr

Correction 6.
1+ cosa+isina

1+ cosb+isinb :

1+ cosa+isina 14 e
On peut remarquer que : = — . On utilise donc la méthode de I'angle
P duerd 1+ cosb+isinb 1+ e &
moitié pour le numérateur et le dénominateur. On obtient

1. Module et argument de Z =

1+ cosa+isina 6%2COS(%) e%acos(%)
1+cosb+isind  ,99c0g (2) 2 cos (%)

On peut remarquer que ce nombre est bien défini car le dénominateur est bien non nul car on a
b T
supposé que b n’est pas de la forme 2kmw + 7w donc 3 n’est pas de la forme km + 3 avec k € Z et

ainsi cos (g) ne s’annule pas. On obtient donc

1+ cosa+isina cos(

a
Z = = 2 . 2
1+ cosb+isinb COS(%)e
cos (&) .. .. . . .
e Calcul du module : |Z]| = ( b) . Ainsi, il faut étudier des cas selon le signe de ce qui est
cos (5
2

A l'interieur du module.
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> 0, a savoir s’ils sont tous les deux positifs ou tous les deux négatifs, on

a
e Cas1:Si COS(?))
cos (5)
obtient alors : . .
2] = <2 (2) ot Z =" (g)ei‘%b.
cos (5) cos (5)
—b

Z est alors bien sous forme exponentielle et un argument de Z est ——

< 0, a savoir si 'un est négatif et 'autre positif, on obtient alors :

e Cas2:Si €os (g)
cos (3)
Z| = _ cos (2) ot 7 - _ cos (2) (_eia;b> _cos (z) ei(aT_bJﬂr)'
cos (5) cos (5) cos (5)

Z est alors bien sous forme exponentielle et un argument de Z est —— + 7.
1 —cos(a)+isin(a
() + () : on utilise le méme type

1 —sin (B) +icos(B)

2. Déterminer la forme exponentielle de Z =

de raisonnement, en remarquant que :
7 1—(cosa—isina) 1—e ™
~ 1+i(cosf—isin)  14ie® |4 Li(5-8)

1— e—ia

On utilise ensuite la méthode de 'angle moitié, et on distingue 3 cas :

sin (& sin (& B-a_ w
° Sli>0, alors Z = (2) (72 +5),
cos (g - %) cos (g -3
. sin (%) .
e Si =0, alors Z = 0 et n’admet pas de forme exponentielle.
cos (é - E)
27 4
i g i & -(B—a s
e Si 2 (2) <0, alors Z = —%ez(%+%).
cos (g - %) Ccos (g - %)

Correction 7.

1. Calcul de j® et de 1 +j+j2:
3 A
= 2™ = 1. Pour le calcul de 1+ j + j2, on reconnait la somme des termes

. 2m
Ona:j3=(e5

d’une suite géométrique de raison j # 1 et ainsi

o 1
Lj+it =1

1
2. Calcul de (1+j)°, ———— et d .
alcul de ( +.]),(1+j)4e el_j2
° (1+j>5:<_j2>5:_]-10:_j9Xj:_j:_e2§ﬁ.
1 1 1 1 o o
[ ] = - — = — = — e ¢ = .
(1+5)% (=52 48 42 J J
2023/2024
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e En remarquant que F = j, on obtient :

I 1—42 B 1—j 1 1—3j

L= (=0 -72) 1-2-72-|2 1+1+1 3

III Applications des nombres complexes

Correction 8.

1. Linéariser sin® x : on utilise la formule d’Euler, puis on développe grace a la formule du binéme

de Newton. Il suffit ensuite de rassembler les exponentielles conjuguées, et d’appliquer & nouveau
la formule d’Euler dans 'autre sens.

s eiT _ pTIT
sinx = _—
21

— 3% (e5iz _ 564@'1671‘:): 4 1Oe3ix672ix _ 10621'936731‘:)3 4 5eix€f4ix _ 6752@)
i
1 . , ‘ , . .
— 37 (65250 _ €—5m + 5(_6311‘ + 6—37,z) + 10(6” o e—zx))
i
1
= 35 (2¢sin(bz) — 10isin(3z) + 20i sin )
i
in (5 5 5
On obtient finalement : | sin® z = sm1(6 z) _ 6 sin (3z) + 3 sinz |.
1 5 5
Une primitive est donc donnée par : F'(x) = ~ g0 % (5x) + 18 o8 (3z) — g oo x+C, avec C € R.

2. Linéariser sin3xcos?x : Attention de ne pas linéariser séparemment les deux termes! Il faut

ici développer toutes les exponentielles, avant de repasser aux cosinus et sinus.

sin®zcos?x = e e\ e e i
B 2i 2
—1 1 3ix iz —ix —3ix 2ix —2ix
= ?xzx(e —3e" + 37 —e ) (e + 2+ )
i
= 3_71 (e5iac 19631 | it _ 3e30T _ it _ 3,=iT | 30T 4 go—iv | 3,=8ir _ —it _ 9 —3iz _
i
-1 5ix —bix 3ix —3iz i —i
= — (e —e —(6 —e )_Q(sz_ezx))
324 (
-1 ... .. _
= 3 (2isin(5x) — 2isin(3z) — 4isinx)
i
On obtient : |sin® 2 cos? z = o (52) + sin (3z) | sinz
16 16 8
5 3
Une primitive est donc donnée par : F(z) = cos8(0 z) — COS4(8 ?) - co;x + C, avec C € R.

BCPST1-Lycée Chaptal Page 8 2023/2024



6 cos (6x) 3cos(4x) 1bcos(2x) 5

3. Linéari 6x : On obtient : = =
inéariser cos®x : On obtient : |cos® 2 + 6 + ™ + S
N sin (6z)  3sin(4x) 15sin(2z) 5
t t d d é - F = -z
Une primitive est donc donnée par () 192 + 61 + 6l + g% + C, avec
CeR
6 3 15 )
4. Linéariser sin® (x) : On obtient : |sin® (z) = —COSS(Q z) + 1 8 (4x) — 35 €08 (2z) + 6!
— 3 15 [}
imitive est donc donné C F(2) = — si 3 gin (de) — =2 gin (22) 4
Une primitive est donc donnée par : F(x) Tog Sit (6z) + ol sin (4x) i sin (2z) + T +C,
avec C' € R.

5. Linéariser sin* (x) cos? (x) : On obtient :

sint (z) cos? (z) = 2% (cos (Tx) — cos (bz) — 3 cos (3z) + 3cos (z)) |

Une primitive est donc donnée par :

1 (sin (7z) sin (5z)

=% : — sin (3x) + 3sin (.CC)) +C,

avec C € R.

1
6. Linéariser sin (x) cos* (x) : On obtient : |sin? (x) cos* (z) = 7 (cos (8z) — 4 cos (4z) + 3) |.

1

sin (8
Une primitive est donc donnée par : F(z) = — < in (8z)

8

57 — sin (4z) + Sx) + C, avec C € R.

Correction 9.

1. Il s’agit ici d’utiliser la formule de Moivre pour exprimer le cosinus comme la partie réelle d’une
exponentielle complexe, et le sinus comme sa partie imaginaire. Puis on calcule ’exponentielle
comme une puissance, en développant grace a la formule du binéme de Newton, et on identifie
la partie réelle et la partie imaginaire.

e On a cos(3z) = Re(e3*). On a de plus :

e = ()3 == (cosz +isinz)®

= cos’z + 3icos®zsine — 3coszsinx — isin® x

On a donc cos(3x) = Re(cos® £+3i cos? z sin x—3 cos x sin? z—i sin® z) = cos? 2
soit, en utilisant sin?z = 1 — cos? x : | cos(3x) = 4cos®z — 3cosz |

r—3 cos T sin” x,

e De méme, on remarque que sin(4z) = Im(e**). La méme méthode donne : | sin(4z) = 4 cos z sinz (

COS2 T

2. e On applique la méme méthode, et on obtient :
cos (5z) = cos® (z) — 10 cos® (z) sin? (z) + 5 cos (z) sin? (z)

sin (5z) = sin® (z) — 10 cos? (z) sin® () + 5 cos® (z) sin (z).
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e On commence par exprimer cos (5z) en fonction de cos x uniquement :
cos (bz) = cos® (x) — 10cos® (x)(1 — cos? (x) + 5cos (z)(1 — cos? (z))?
= 16cos’(x) — 20 cos®(x) + 5.

T
En prenant z = 10 dans la relation précédente, on a alors :

5 T T
10) = 16005’ (55) —20005° (55)
cos<10> 6 cos 10 0 cos 10 + 5.

o7 us . m .
En remarquant que cos 0 = cos (§> = 0, on obtient que cos (E) est solution de

I’équation :
16X°5 —20X3 +5=0 < X(16X*—20X2 +5) = 0.

Ainsi c’est équivalent & : X =0 ou & 16X* —20X2 + 5 = 0. Comme cos (10) # 0, on doit

donc résoudre : 16X — 20X?% 4+ 5 = 0. On pose encore Y = X? afin de se ramener & une
équation du second degré en Y et on obtient : 16Y2 — 20Y + 5 = 0. Les solutions sont alors

5—\/5 Y_5+f

S i SR

Comme — € } 0, —

Y = Ainsi, comme Y = X2, on a

[ on sait, le cosinus étant décroissant sur cet intervalle que : 0 < —

10 6 2
5—+/5
cos (%) < 1. En particulier, il ne peut pas étre négatif, donc cos (1%) vaut 8\f ou
5
* \/5 Oron a :
8
1 5—+/5 3 1 5—vb 3
Vi<Vi<V9 & 2<5-V6<3 & ~< f<f<:>f< f<£.
4 8 8 2 8 2v/2

En particulier, on a : > _8\/5 < \ég = cos (%), et donc | cos (%) = g +8\/5 .

Correction 10.
1. Résolution de (z + 1)% + (2z + 3)2 = 0 : On reconnait un trinome :

(z+1)2+ (22432 =022 +2:+1+42° +122+9=0< 52° + 142+ 10 = 0.

Le discriminant vaut A = 142 — 4 x 5 x 10 = 4(49 — 50) = —4. Les solutions sont donc z; =

—14 — 24 -7 —1 —T41
= et 29 = .
10 )
—7—1 —T+1
Ainsi, | S = , .
insi { 5 5 }
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2. Résolution de 2z2(1 — cos (260)) — 2zsin (20) + 1 = 0 : on fait deux cas, car le coefficient du
2% peut s’annuler.
e Sil—cos(20) =0<cos(20) =1« JkeZ,20=2kr< IkecZ60=kn.
On a alors sin(26) = 0, et on doit donc résoudre : 0+ 0+ 1 = 0, ce qui est impossible. Donc
S =0.
e Sil—cos(20)=0<VkeZ0#kn.
C’est une équation du second degré en z, on calcule donc le discriminant et on obtient

A = 45sin” (20) — 8(1 — cos (26))
:4(28in( ) cos (0))% — 8 x 2sin? (0)
= 16sin? (A)(cos® () — 1)

)
(6)-

= —16sin?

2sin (20) + 4isin? (6) 1 ,
= —(cot (0

4 x 2sin? (0) 5 (cot (8) +1)

en utilisant le fait que sin (20) = 2 cos (#) sin (#). Et les racines étant alors complexes conju-

Ainsi A < 0et v/—A = 4sin? (). On obtient alors z; =

1 1 1
guées, on obtient : zo = B (cot (0) —i). Ainsi | S = {2 (cot (0) — 1), B (cot (0) + Z)} :

3. Résolution de exp(z) = 3 + V/3i :
On commence par mettre 3 + v/3i sous forme exponentielle : on obtient 3 + v/3i = 2v/3¢'5. On
pose z = a + ib, avec (a,b) € R%. On doit alors résoudre :

e%e™ = 2v/3¢'5 .
Par identification du module et de I’argument, on obtient e* = 2v/3, soit a = ln(2\/§), et

b= % + 2k7, avec k € Z. On a donc comme solutions :

{1n(2\f)+z( +2kr) ke Z}

Correction 11.
1. Résolution de z% =i : Comme 0 n’est pas solution, on cherche les solutions z sous la forme
exponentielle z = re’ avec r > 0 et § € R.
r2=1 r=1
2 2 _2i0

P=ier?e =¢t o - & r
3keZ, 20 =7 +2%n kez 0= +kn

- (R

2. Résolution de z3 =i : Comme 0 n’est pas solution, on cherche les solutions z sous la forme
exponentielle z = re? avec r > 0 et § € R.

Ainsi,

=1 r=1
3 3 3i0 _ T
Z_Z@T'e =€e2 & =
3k€Z,39:g+2k7T ngZ,QZ%JF%TW,
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Ainsi,

S:{el% e ei%"}: {\/§+z’ —V3+i _Z,}
) ) 2 ) 2 ) .

3. Résolution de z* = —4 : 0 n’est pas solution, on cherche donc les solutions sous la forme
z =re' avec r > 0 et # € R. On obtient alors

rt =4 r=v2
A= 4o rtet? = 4o & & T kr
dk e Z, 40 = 7w + 2k7 EIk:eZ,Q:ZjL?.

Ainsi, les solutions sont |S = {ﬂei%, ﬂei%, ﬂeﬂ'%ﬂ, \@eﬂ%} .

4. Résolution de z2 =3 —4i :

e On commence par essayer d’appliquer la méthode du cours et on cherche donc & mettre
3 — 4i sous forme exponentielle. On ne trouve pas de forme exponentielle simple. Pour les
racines secondes d’un nombre complexe, il existe aussi une autre méthode qui utilise la
forme algébrique.

e Méthode avec la forme algébrique pour les racines SECONDES d’un nombre complexe.
On cherche donc z sous la forme z = z + iy. On obtient donc

2?2 —y?=3
P2=3-die@xt+iy)l=3-dicst -y +2yi=3-4is
2xy = —4.
On obtient donc, car xy = —2, donc x # 0 :
2 —y?=3 xQ—i:3 xt—322 -4=0
22
2=3-4i & 9 & & 9
__= 2 y=—=
Yy = =_= =
Yy T T

Dans la premiére équation on pose X = 22. On obtient alors : X2 — 3X — 4 = 0, dont les

solutions sont X1 = —1 et Xy = 4. On revient & z : on a 2> = —1 qui est impossible, ou
2?2 =4 2 =2o0uxz=—2. On en déduit dont grace a la deuxiéme équation :
2 . T = 2 r = -2
=3—-4
z 32<:>{b:_10u{b:1

Ainsi, les solutions sont ‘S ={2—i,—2+i} ‘

5. Résolution de z* = j : 0 n’est pas solution, on cherche donc les solutions z sous la forme z = re®

avec r > 0 et § € R. On obtient
rt=1 r=1

) =
EIk:eZ,40:§+2k7r erZ,H:%Jr%T.

24:j<:>r4e4i9:j<:>

. i T g2m ;=5 -
Ainsi, 82{6167623,61 6 ,e'3 }
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Correction 12.

1. Résolution de z" = (z — 1)™ : On peut tout de suite remarquer que z = 1 n’est pas solution.
On obtient alors pour tout z # 1,

S = (1) & ( : )n:1

z—1

z 2ikm . N e
;=€ (racines n-iémes de 'unité)

< Fke{0,...,n—1},
z

2ikm

< Jke{0,...,n—1}, z=¢€e"n (z—1).

Si k=0, z=2z—1n’apas de solution. Ainsi, on peut prendre k € {1,...,n — 1}. On obtient
alors

M=-1)" & Jke{l,...,n—1}, Z(l_ezisﬂ):_e%

e
& Jke{l,...,n—1}, z=
ikm - kﬂ'
en X |—2¢sin| —
n
ik —1 1 jlm | 3pi
< Jke{l,...,n—1}, z=e€n = e T,
. T . [k
QSln( > 231n<
n
1 km y 3pi
Doncona:|S§=¢——F——€'n"2 ke[l,n—1]

2sin (lm)
n

2. Exercice trés classique : L’idée ici est de se ramener & la résolution d’une équation type racine
n-iéme de l'unité.

e Comme 1 n’est pas solution de ’équation, on peut supposer que z # 1. Ainsi, on peut bien
diviser par (z — 1)™ qui est bien non nul. Ainsi, on a

1 n
Z+1> —lezv=1

+D)"=(-1)"< <
y —
z+1
z—1
e Résolution des racines n-iéme de 'unité : a savoir faire : voir cours :
On obtient donc que les solutions sont les Z de la forme

en posant Z =

2ikm

Zr=en , kel0,n—1].

z+1 2ikm
e On repasse alors & z et on cherche donc les z tels que : —— = e » avec k € [0,n — 1]

z—1

fixé. On obtient alors

z+1 2ikn 2ikn 2ikm 2ikm 2ikm 2ikm
;=er <:>z—|—1:en(z—l)<:>z(1—en>:—en—1<:>z(en —1):en+1.
Z_
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Ici, il faut faire attention car on ne peut JAMAIS diviser par un nombre sans vérifier qu’il

est bien NON nul. Or on a :

ik ik 2k
N —1=0sen =1o L =o't o k=nk
n

avec k' € Z. Or k € [0,n — 1] donc le seul k qui vérifie cela est k = 0.
* Pour k = 0, on obtient : 0 = 2 donc il n’y a pas de solution pour k = 0.

* Pour k # 0, a savoir pour k € [1,n — 1], on sait que 1 — 2" = 0 et on peut donc bien

diviser. On obtient
2ikm

en +1 , <k:7r)
2= —G5p—— = —tcot | —
n

2ikm
en —1

en utilisant la méthode de ’angle moitié.

S = {ZGC,Ek‘G [1,n—1], z = —icot <IZT>}

e Conclusion :
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