Correction TD - 9 : Intégration

I Calculs de primitives et d’intégrales

Je ne donne ici qu’une indication pour le calcul de I'intégrale ou de la primitive et je donne le résultat.
Mais je ne détaille pas les calculs intermédiaires.

Correction 1. On rappelle que les primitives sont toutes définies a une constante prés. Ici je ne
fais pas apparaitre les constantes que je prends toujours égales a 0.

1. Calcul d’une primitive de : x — cos (3x) :
La fonction est continue sur R donc il existe F' une primitive sur R et pour tout z € R :

Fla) = sin :()’3:13)

: Primitive usuelle.

2. Calcul d’une primitive de : x — cos® (x)
La fonction est continue sur R donc il existe F' une primitive sur R et pour tout z € R :

. 3 3 + 3
sin(3z) + 3 sing = sin (2) smg(x)

Fla) = =5~ +7

: Linéarisation ou utilisation du fait que la puissance est impaire pour faire apparaitre la forme
wu?.

3. Calcul d’une primitive de : x — cos (x) sin? (x)
La fonction est continue sur R donc il existe F' une primitive sur R et pour tout z € R :

Flz) = sin® ()
5
: Reconnaitre la forme u/u?.
4. Calcul d’une primitive de : x — m
cos? (x)

7
La fonction est continue sur R\ {5 + km, k€ Z}. Il existe donc par exemple F' une primitive

]””[t tte}””[( le) :
sur 55 et pour tout x 5’5 par exemple) :

1
F(z) =
cos X
/
: on reconnait une primitive de la forme ——-
U
sin x

5. Calcul d’une primitive de : x — tan (x) =
COS X

i
La fonction est continue sur R\ {5 + km, ke Z;. 1l existe donc par exemple F' une primitive

s ]———[ t tout 6}———[(&6 ple)
Sur et pour tout z I exem :
272 P 2' 2P

‘F(:L‘) = —In|cosz| = —ln(cosx)‘

!/

: on reconnait une primitive de la forme ——.
u
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1
xIn (x)
La fonction est continue sur R™ \ {1}. Il existe donc F' une primitive sur ]0, 1] et sur |1, 400 et
pour tout = €]1, +o00[ (par exemple) :

6. Calcul d’une primitive de : x —

‘F(x) =In|lnzx| = ln(lnx)‘

. Ny u’
: on reconnait une primitive de la forme —.
u

X
7. Calcul d’une primitive de : x — ———
x2+1

La fonction est continue sur R car 1 + 22 > 0. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout

rzeR:

F(z) = V1422

/
: on reconnait une primitive de la forme ——.

2V

8. Calcul d’une primitive de : x —
. . ex+1 |
La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme somme de deux termes

strictements positifs. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout z € R :

’F(m):xfln|ex+1|::cfln(ex+1)‘

!/

o1 . A u
: On utilise 'astuce 4+¢e* — e” puis on coupe en deux et on reconnait sur 'un des deux bouts : —.
u

1
vx—1
La fonction est continue sur |1,4o00[. Il existe donc F' une primitive sur ]1,4o00[ et pour tout
x €]1,400] :

9. Calcul d’une primitive de : x —

Fla)=2/z 1|

A u/
: on reconnait la forme —.

Vu
10. Calcul d’une primitive de : x — ————
x2+2x—3
La fonction est continue sur R\ {—3,1}. Il existe donc par exemple F' une primitive sur |—3, 1|
et pour tout x € |—3, 1] (par exemple) :

1
F(m):§ln|$2+2$—3| = —In(—2% -2z +3)

/
: on reconnait une primitive de la forme u

u
5x — 12
11. Calcul d’une primitive de : x — X o2
x(x — 4)

La fonction est continue sur R\ {0,4}. Il existe donc F' une primitive sur par exemple |—o0, 0] et
pour tout x € |—00,0] :

|F(z) =3In|z|+2In|z — 4] = 3In (—2) + 2In (4 — 2)

Sr — 12 b
: on commence par chercher (a,b) € R? tels que S e +—.
z(x—4) = x-4

Correction 2.
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1
x2+4+3
La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme somme de deux termes
positifs dont 'un est strictement positif. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout x € R :

. Calcul d’une primitive de : x —

F(z) = \}g arctan <\f§>

!/

. U , .
: on reconnait une primitive de la forme o0 en mettant le 3 en facteur au dénominateur.
U

. Calcul d’une primitive de : x — ————
. . x? +16
La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s’annule pas comme somme de deux termes

positifs dont I'un est strictement positif. Il existe donc F une primitive sur R et pour tout x € R :

1
F(x) = 1 arctan (%)

: on reconnait la forme aprés avoir mis 16 en facteur au dénominateur.

1+ u?

X

. Calcul d’une primitive de : x — ——
1+ e2x

La fonction est continue sur R car le dénominateur ne s’annule pas comme somme de deux termes
strictement positifs. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout x € R :

‘F(:v) = arctan (e”) ‘

!/

: on reconnait la forme .
+u?
cos (x)
1+ sin? (x)
La fonction est continue sur R car son dénominateur est non nul comme somme de deux termes
positifs dont 1'un est strictement positif. Il existe donc F une primitive sur R et pour tout x € R :

. Calcul d’une primitive de : x —

‘F(.CL‘) = arctan (sin x) ‘

!/

: on reconnait une primitive de la forme 5
U

1
(1+x)v/x
La fonction est continue sur |0,+4o00|. Il existe donc F' une primitive sur ]0,4o00[ et pour tout
x €]0, +o0] :

. Calcul d’une primitive de : x —

F(z) = 2arctan (/)

!/
en écrivant que : = (y/x)? et en remarquant que la dérivée de

. u
: on reconnait la forme 1

+ u?

. . 1
la racine carrée est bien ——.
2\/x

. Calcul d’une primitive de : x —

X

V4 —ex
La fonction est continue sur | — 00,2In2[ car : 4 —e® > 0 < 2In2 > z. Il existe donc F' une
primitive sur | — 0o, 21In2[ et pour tout = €] — 00,2In2[ :

F(x) = —=2y4—¢e"

o ul
: on reconnait la forme —.

Ja
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Correction 3.Dans tous ces exemples, on ne peut pas calculer directement une primitive... L’idée
alors d’exprimer cette primitive sous la forme d’une intégrale pour pouvoir la calculer plus facilement.

1. Calcul d’une primitive de : x — x3 cos (6x)
La fonction est continue sur R donc il existe F' une primitive sur R et pour tout x € R :

r3sin (6z) x?cos(6z) wxsin(6z) cos(6x)

Flx)= [ ¢ t)dt = - _
(x) /a cos (6t) 5 + B 36 &3

: Trois IPP en dérivant le polynéme.

2. Calcul d’une primitive de : x — x cos? (x)
La fonction est continue sur R donc il existe F' une primitive sur R et pour tout z € R :

1 [* 2 (2 5 5
Py = 5 [ reos oy + 2 = 2 cosC)

2 4 4 8 4

: Linéarisation du cosinus carré puis une IPP.

3. Calcul d’une primitive de : x — arctan (x)
La fonction est continue sur R. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout z € R :

€T
1
F(x) = / arctan (t)dt = x arctanz — B In (1 + z?)
a

/

u
: 1 IPP en dérivant la fonction arctangente et en intégrant 1 puis on reconnait la forme —.
u

4. Calcul d’une primitive de : x > x%e™¥

La fonction est continue sur R. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout z € R :

x
F(x) = / e tdt = —xe™® — 2we® — 27"

a

: 2 IPP en dérivant le polynome.
5. Calcul d’une primitive de : x — x3e

La fonction est continue sur R. Il existe donc F' une primitive sur R et pour tout z € R :

T 2 1 —x2
F(m):/ t3e_t2dt:—7($ + Le

2

: 1 IPP en dérivant le polynéme t — t2 et en intégrant t — te=" oil on reconnait u/e (ici on
commence par écrire que 3 = 2 x t). Puis dans la nouvelle intégrale de 'IPP, on reconnait encore
la forme u'e".

Correction 4.
1
1—x

3
1. Calcul de l'intégrale : I = / dx
2

La fonction f : z — 1 est continue sur [2, 3] comme somme et quotient de fonctions continues

/

C . N U L
donc l'intégrale I existe. On reconnait la forme — et ainsi
u
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3
1
2. Calcul de l’intégrale : I = / ———5dx
2 (1-x)

La fonction f : x — est continue sur [2,3] comme somme et quotient de fonctions

(1—x)?

. C . A U .
continues donc l'intégrale I' existe. On reconnait la forme — et ainsi
u

=1
2

us

3. Calcul de l’intégrale : I = /2 sin (x) cos (x)dx
0

PR
La fonction f : z — sin (x) cos (z) est continue sur |0, 5| comme produit de fonctions continues

donc 'intégrale I existe. On reconnait la forme u/u et ainsi

1
I=—
2

™

4. Calcul de lintégrale : I = / | cos (x)|dx

0
La fonction f : x — | cos (z)| est continue sur [0, 7] comme composée de fonctions donc I'intégrale
I existe. On utilise le théoréme de Chasles pour couper en deux 'intégrale et ainsi pouvoir enlever
la valeur absolue. Ainsi on a :

I= /2 cos (x)dx —/ cos (x)dx = 2
0

™

2

Inx

2
5. Calcul de lintégrale : I = / —dx
1 X

Inz
La fonction f : z — —— est continue sur ]0,4o0o[ donc sur [1,2] comme quotient de fonctions
x

continues donc 'intégrale I existe. On reconnait la forme u'u et ainsi

2
dx

1
6. Calcul de l’intégrale : I = /
0 1 + x

La fonction f : z +— est continue sur R\ {—1} donc sur [0, 1] comme quotient de fonctions

14+
continues donc l'intégrale I existe. On utilise alors I’astuce "—1 4+ 1" et on obtient que :

e a?—1+1 Lyt
= =T — .
1+ 142 1+z
22
Une primitive est alors F'(x) = 5 —x +In|l + z| et donc

1
I:—§+ln(2)

Correction 5. Je ne donne la encore que les idées de la méthode et le résultat mais toute IPP doit
étre correctement rédigée, en particulier il faut a chaque fois justifier que les fonctions sont de classe
cl.
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™
1. Calcul de lintégrale : I = / x cos (x)dx

0
La fonction f : & — xcos(z) est continue sur R donc sur [0,7] comme produit de fonctions
continues donc l'intégrale I existe. On dérive le polyndéme et on obtient par IPP que :

I=-2

1
2. Calcul de l’intégrale : I = / xe?*dx
0

La fonction f : x — xe?® est continue sur R dont sur [0, 1] comme produit de fonctions continues
donc l'intégrale I existe. On dérive le polynéme et on obtient par IPP que :

1
3. Calcul de l’intégrale : I = / x(1—-x)"dx, neN

0
La fonction f : x +— x(1 — x)" est continue sur R donc sur [0, 1] comme produit de fonctions
continues donc l'intégrale I existe. On dérive le polynome de degré 1 et on intégre la fonction

1— n+1
x — (1 — )" dont une primitive est de la forme F : x — _(i)l' On obtient alors par
n
1
1
IPP:I=0+ / 1 —z)""dr = ——————— car une primitive de z — (1 — z)"*! est
i), 179 (n+ 1)(n+2) P (1-2)
1— n+2
n+2

t
4. Calcul de lintégrale : I = / x"In(x)dx, neN, t >0
1

La fonction f : x — 2™ In (z) est continue sur R™ donc sur [1,¢] ou [1,¢] car ¢ > 0 comme produit

de fonctions continues donc 'intégrale I existe. On dérive la fonction logarithme népérien et on
1
vt

. On obtient alors

intégre la fonction x +— 2™ dont une primitive est de la forme F' : z —
par IPP :

s t"int 1 /t ng t"nt ¢t -1
= — €T = —
n+1 n+1) n+1 (n+1)2

Correction 6.

us

1. Calcul de I = /4 (tan (x) + tan® (x))dx :
0

T
e Existence : la fonction z ~— tan (z) + tan® (x) est continue sur [0, Z} comme composée et

somme de fonctions continues. Donc [ existe.

e Calcul de I grace a un changement de variable :

t = tanw
* On pose : dt = (1+tan?(z))dz
(tan (z) + tan® (x))dr = tan(z)(1 +tan? (z))dx = tdt.

*Ona:B:Oét:tan(O):0,etx:£ét:tan(%>:1.

* On a:
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o ¢:x s tan(z) est C! sur [0, %} comme fonction usuelle.

o f:twtest continue sur [0, 1].

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

1
1
I:/ tdt = =
0 2

2. Calcul de I = / sin® (x) cos? (x)dx :
0

e Existence : la fonction x ~ sin® (x)cos? (z) est continue sur [0,7] comme composée et
produit de fonctions continues. Donc I existe.
e Calcul de I grace a un changement de variable :

t = cosw
* On pose : dt = —sin(z)dx
sin® (z) cos? (z)dx = —t3(1 —t?)dt.
* Onarz=0=t=cos(0) =1, et x =m=t=cos(m) =—1.

* On a:
o ¢ :x s cos(x) est C! sur [0, 7] comme fonction usuelle.
o f:tr —t2(1 —t?) est continue sur [—1,1].
Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

I= / —t2(1 —tH)dt = —
1 15

a t2
3. Calcul de I = / 1-— —2dt :
0 a
2

e Existence : la fonction ¢ — /1 — — est continue sur [0,a] comme quotient, somme et

a
composée de fonctions continues. Donc I existe.
e Calcul de I grace a un changement de variable.

T
t = asinu en choisissant u € [0, 5] pour avoir t € [0, a]
% On pose : dt = acos(u)du
2
1 — —dt = acosu|cosuldu
a
T
* OnatzO@asinuzO@uzO,ett:a{:)asinu:a@u:§car0nachoisi
T
U € [0,—].
2
* On a:

o ¢ :ur asin(u) est O sur [0, g] comme fonction usuelle.

2
o fit/1— o) est continue sur [0, a.

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

aT

s us
2 2
I :/ a cos u| cos u|du :/ acos? udu = Ve
0 0

T
. On a utilisé ici le fait que le cosinus est positif sur [0, 5} et on a ensuite linéarisé le

carré en utilisant le formulaire de trigonométrie.

1
4. Calcul de I = / x2/1 + x3dx :
0
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e Existence : la fonction x + 22v/1 + 23 est continue sur [0, 1] comme composée et produit
de fonctions continues. Donc I existe.

e Calcul de I grace a un changement de variable :

t = 1423
_ 2
* On pose : dt = 22%dz
22V1+a3de = \fdt
*x Onazrz=0=t=1,etz=1=t=2.
* On a :

o x> +/x est C! sur ]0,1] comme fonction usuelle.
t
o fit \2[ est continue sur [1,2].

5 V1t

Ainsi d’apres le théoréme de changement de variable, on obtient que : I = ] Tdt =

2v2 -1
T
e On pouvait aussi reconnaitre une primitive usuelle.
1 eX
5. Calcul de I = ———dx:
/0 1+e2x
xT

1+4e2
produit de fonctions continues. Donc I existe.

e Existence : la fonction =z +— est continue sur [0,1] comme composée, somme et

e Calcul de I grace a un changement de variable :

t = ¢€*
* On pose : dt = e%dz
* dt
1+ e 1+12
* Onazrz=0=t=1etz=1=t=cec.
* On a:

o p:x > e® est C1 sur [0,1] comme fonction usuelle.
1
o f:t+— —— est continue sur |1,¢|.
/ 1+1¢2 [1,e]
Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

¢ dt
I :/1' m = arctan (6) — %

e On pouvait aussi reconnaitre une primitive usuelle.

V2+x
1+x

dx :

1
6. Calcul de I = /
0

vV2+x

14z
quotient de fonctions continues. Donc I existe.

e Existence : la fonction z +— est continue sur [0,1] comme composée, somme et

e Calcul de I grace a un changement de variable :

r = wu?—2 en choisissant u € [v/2,V/3] pour avoir z € [0, 1]
* On pose : dv = 2udu
V2 2 2
T = Mdu = Mdu car u € [V2,V3].
1+2z u?—1 u? —1

*Onax:O(:)uQ—Q:O(:)u:\/ﬁ,etle@uQ—Qz1<:>u:\/§caronachoisi

u € [v2,V3].
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* On a:

o QiU u? — 1 est C! sur [\/5, \/g] comme fonction usuelle.

V2+zx
o f:tm— 1 _:— est continue sur [0,1] comme composée, somme et quotient de
fonctions continues.
V32
D’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que : I = 2 / 5 1du =
V2 Ut

V3 1
2/ (l—i— 3 )du:
NG us —1

\/§—ﬂ+;ln<\/§_l>—1ln<\/§_l>

V3+1 2 V241

Correction 7.

1. Calcul d’une primitive de f: x+— — :
1+ x4

e Existence : la fonction x +— 1 est continue sur R comme somme et quotient de fonctions

+ a4
Xz
continues. Donc il existe une primitive F' de f sur Ret : VX € R, F(X) = / ﬁd:c.
0 T
e Calcul de F' grace a un changement de variable :
u = ?
* On pose : du = 2rdy
x du
——dr = ———.
1+ a4 2(1 + u?)
xOnaz=0=u=0,etz=X=u=X>2
* On a:
o p:x 22 est C! sur [0, X] comme fonction usuelle.
1
o u + = est continue sur [0, X 2] comme somme et quotient de fonctions
2(1 + u?)
continues.

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

X2 2
F(X) = / __du__,, _ arctan(X7)
o 2(1+u?) 2

1
2 +x

est continue sur R™ comme somme et quotient de fonctions

Calcul d’une primitive de f: x —

1
2+

b's
continues. Donc il existe une primitive F' de f sur RT et : VX € R, F(X) = /
0

e FExistence : la fonction = —

1

dx.
2+¢5x

e Calcul de F' grace a un changement de variable :

u = 24+
du — dx
* On pose : o= 2\/x
#d:): — Mdu.
2+ z u
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x*xOnaz=0=u=2ctz=X=>u=2+VX.
* Ona:

o x> 2+ +/r est C! sur [0, X] comme fonction usuelle.

2(u—2)

o u+— ——= est continue sur [2,2 + v/ X| comme somme et quotient de fonctions conti-
u
nues.

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

F(X)=2/22+ﬁ<12>du:2\/f41n<1+‘/§>

U

Calcul d’une primitive de f : x  e**sin (€¥) :

e Existence : la fonction z +— %% sin (e%) est continue sur R comme composée et produit de fonctions
X
continues. Donc il existe une primitive F' de f sur Ret : VX € R, F(X) = / % sin (e”)dz.
0

e Calcul de F' grace a un changement de variable :

t = €
* On pose : dt = e%dx
e?®sin (e¥)dx = tsin (t)du.

*Onaz=0=t=1,etx=X=>t=c¢e~.

* On a:

o ¢:x+e® est O sur [0, X] comme fonction usuelle.

o u +> tsin (t) est continue sur [1,e*] comme somme et quotient de fonctions continues.

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

X
¢ vX
F(X) :/ usinudu = 2v X —41In (1 + 2> =—Xcos X +sinX 4 cos (1) —sin (1)
1

en faisantunel PP.

VX

1—|—x:

Calcul d’une primitive de f : x —

est continue sur RT™ comme composée et quotient de fonctions

[t Ve
_01+(E

e Existence : la fonction z — n
T

continues. Donc il existe une primitive F' de f sur RT et : VX € R, F(X) dx.

e Calcul de F' grace a un changement de variable :

t = Jx
dx
* On pose : dt = 2\/T
2t2
\/de = —dt.
1+x 1+ ¢2
*Onaz=0=t=0,etz=X=t=+vX.
* On a:

o ¢ : x> /xest C! sur [0, X] comme fonction usuelle.
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22

ot 152 est continue sur [0, v X] comme somme et quotient de fonctions continues.

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

=
F(X)= /0 131_52 dt = 2(V X — arctan (VX))

enutilisantl’ astuce + 1 — 1.

Calcul d’une primitive de f :x+— ———:
cos? (x)

T

e Existence : la fonction = — ﬁ est continue sur R\ {5 + km, k € Z} comme composée et
cos® (w

quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F' de f sur par exemple l'intervalle

} gg[et VXe} g,g[,F(X):/OXCOSi(x)dx.

e Calcul de F' grace a un changement de variable :

u = tan(x)
du - dx
% On pose : YT o2 (x)
dx
— = (1+u?)du.
cos? (x) (1+u7)du
* Onarz=0=u=0,etx =X = u=tanX.

* On a:

o ¢ :x+ tan () est C! sur [0, X] comme fonction usuelle.
o u+ 1+ u? est continue sur [0, tan (X)].

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

tan (X) 5 1 3
F(X):/O (1+u)du:tan(X)—|—§tan (x)

Calcul d’une primitive de f : x — sin (x) :
cos (x)

V/sin (z

e Existence : la fonction z —
cos ()

. 7T 7
est continue sur par exemple [O, 5[ comme composée et

T
quotient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F' de f sur 'intervalle [0, —[ et :
\/sm
VX € [o, /
cos (

e Calcul de F gréace a un changement de variable :

t = sin ()
g = (z)dx
* On pose : sin (x)
: 2
sin (x) _ 2 it
cos () 1—t4
* Onaz=0=t=0,etz =X =t=/sin(X).

*x On a:

o ¢ :x+ /sin(z) est O sur [0, X] comme fonction usuelle.
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22

1—¢t
Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

ot est continue sur [0, /sin (X)].

4/sin (X) 212
e - |

1 1—4/si
dt = — arctan (Vsinx) + 5 In ( o ($)> ,

1—¢ 1+ 4/sin ()
encrivantque
22 A+B 1><1 1><1 < on Gerivant 1 C+D

= = — X —— — — X —— puis en écrivant encore = .
-t 1-¢ 142 2 1-¢ 2 1+&? 1— 2 1t 1+t

1

Calcul d’une primitive de f : x+—» —
eX e X

e Existence : la fonction z + pramp— est continue sur R comme composée, somme et quo-

et +e

tient de fonctions continues. Donc il existe une primitive F' de f sur R et : VX € R, F(X) =

X
1
/ '
o ef+e’ "

e Calcul de F' grace a un changement de variable :

T

y = e
— T
* On pose : dy = edz
1 d
— dr = L
et + e ® 1+ g2
xOnaz=0=y=1ctzr=X=y=e~.
* Ona:

o ¢ : x> e® est Csur [0, X] comme fonction usuelle.

o y — —— est continue sur [1,eX].
YT [1,e7]

Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

e* dy m
F(X):/1 1+y2:arctan(e )_Z
Correction 8.
1
2 1
1. Caleul de T = / 2T ax
0o X*+x+1
. 2¢ +1 . . . .
e La fonction z — P R—— est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions polynomiales
T4+
dont le dénominateur ne s’annule jamais sur R (discriminant strictement négatif). Ainsi I

existe.
/

A~ U 2
e On reconnait une forme — en posant u(x) = z° + x + 1.
u

e Calcul :

I=[In(jz* + = + 1|)](1) =In(3)

3
3
2. Calcul deI:/ X2 ax s
2 X -1
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e La fonction z — est continue sur [2,3] comme quotient de fonctions polynomiales

x
22 _

dont le dénominateur ne s’annule jamais sur [2, 3] (les racines étant 1 et —1). Ainsi I existe.
z+3 A B 2 1

x2 -1 x—1+x—|—1:a:—1_x+1'

e On cherche A et B réels tels que :

e Calcul :

I=12In(jz —1]) = In(lz + 1])] =In3

In2 e2x
3. Calcul de I = / e  odX%
o €“*+3e*+ 2
6290
e La fonction x — ——————— est continue sur [0,In2] comme quotient de fonctions po-
e2r 4 3e® + 2

lynomiales dont le dénominateur ne s’annule jamais sur R comme somme de trois termes
strictement positifs. Ainsi I existe.

e On commence par faire un changement de variable :

u = e’

* On pose : du = cdx

e2r U

——————dr = ——————du.
2% + 3¢t 12 W+ 3u+ 2
* Onarz=0=>u=1l,etx=n2=u=2.
* On a:
o @:x+e® est C! sur [0,In2] comme fonction usuelle.

u
o f:u+ ————— est continue sur [1,2] comme quotient de fonctions polyno-
u? + 3u + 2

miales.
2
Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que : I = / Ldu
1 u?+3u+2
e Calcul de I :

* A =1 >0 et les deux racines sont : —2 et —1 et ainsi on cherche deux réQEels A etlB tels

A B
u T On obtient que : Y

que:u2+3u+2:u+2+u+ u2+3u+2:u+2_u+1

* Ainsi, on a :

[1=5In(2) - 3In(3)]

1 x
4. Calcul de I :/ ———pdx :
o (x+1)
x
e La fonction x — W est continue sur [0, 1] comme quotient de fonctions polynomiales
x
dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi I existe bien.

x r+1-1 1 1
On utilise I'astuce du +1 —1 : = = - :
e x On utilise 'astuce du + (1 1)2 (z+ 1) z4+1  (z+1)?2

* Ainsi, on a :

1 ]! 1

I=|1 1Il+——| =In(2)—=

n|x—|—|+x+10 n(2) 5

Correction 9.
1
1
1. Caleul de T = / S
1 X4 4+4x+5
1
e La fonction z — e est continue sur [—1, 1] comme quotient de fonctions polyno-
22 +4x+5

miales dont le dénominateur ne s’annule pas (discriminant négatif). Ainsi I existe bien.
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/
u

e On fait apparaitre — :
U

1 1
1 2w+4 1 |
= (= - dr=W(V5) - [ —— 4
/_1<2xx2+4x+5 x2+4x+5> #=1n(V5) /_1332—1-433—1—5 v

e On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :

! 1

/

e On fait apparaitre la forme Tru en posant u(z) =z + 2.
u

Ainsi

I =1n(V/5) — [arctan (z + 2)]* | = In (V5) + % — arctan (3)

2
2 1
2. Calcul de I = / 2D ax
0 2x—x“—4
. 20 +1 . . .

e La fonction = — o7 — 224 est continue sur [0,2] comme quotient de fonctions polyno-

T — x4 —
miales et car A = —12 < 0 donc le dénominateur ne s’annule jamais sur R. Ainsi I existe.

e On applique alors la méthode suivante.
!/
* On fait apparaitre — :

u
2 2
-2z + 2 3 1
I= — dr=0-3 ————dx.
/0 ( :L“2+2:L“4+:U2+2:c4> . /0 22— 2w 14

* On fait apparaitre la forme canonique au dénominateur :

2 1
I =-3 —dx.
/()(33_1)2+3$

/

* On fait apparaitre la forme 1—1:7u2 : 1
2 2 5 r—1\]°
o [ e [ e (221)] -
C o Ep ),

V3

Correction 10.
b b
1. Soit f continue sur [a,b]. Montrer que : / f(x)dx = / f(a+b—x)dx.
a a

e La fonction f est continue sur [a,b] par hypothése et ainsi les fonctions x — f(z) et x
f(a+b—x) sont elles aussi continues sur [a, b] comme composée de fonctions continues pour
la deuxiéme. Ainsi les deux intégrales existent bien.

b
e Partons par exemple de / f(a+b—x)dx et vérifions en faisant un changement de variable
a

b
que cette intégrale vaut bien / fly)dy.
a

y = a+b—zx
* On pose : dy = —dx
fla+b—x)de = —f(y)dy.

* Onaz=a=y=betrx=b=y=a.

* On a:
o p:xra+b—xest C! sur [a,b] comme fonction usuelle.
o y+— —f(y) est continue sur [a,b] par hypothése.
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Ainsi d’aprés le théoréme de changement de variable, on obtient que :

/a  flat b x)de = /b " )y = / ' fw)dy

. On obtient bien le résultat cherché.

xsinx
2. Application au calcul de / —
o 1+cos“x
_ xsin (x) ) . . .
La fonction & — ————— est bien continue sur [0, 7] comme composée, somme, produit
1 + cos? (x)

et quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Ainsi U'intégrale I =
rsinx . . . :
/ ————dx existe bien et on est bien sous I’hypothése du résultat de la question précédente.
0

1+ cos?x
Ainsi, on obtient en utilisant la question précédente que :

1:/; (W—x)sin(ﬂ—x)dxz/oﬁ (w—w)sin(m)dxzﬂ/oﬂ sin@)

1+ cos? (m — x) 1 + cos? (z) 1 + cos? (z)
o . o o T sin(z) )
en utilisant le cercle trigonométrique. Ainsi, on a : 2] = 7 ——— 5~ dx et on reconnait
o 14 cos?(x)
2
v
alors une primitive usuelle et on obtient donc : 2I = —m [arctan (cos (z))]f = = Ainsi, on vient

de montrer que

IT Etudes de suites définies par des intégrales

s

2
Correction 11. Soit n un entier naturel et I, = / sin” (t)dt.
0

T
1. Comme, pour tout n € N, la fonction ¢ + sin” (¢) est continue sur |0, 5], I,, existe bien.

(a) Iy = /2 1dt = g et I = /2 sin (t)dt = [— cos (t)]g =1
0 0
(b) Etude de la convergence de la suite (I;)nen :
e Soit n € N fixé. On a

Iy — 1, = / sin™t! (t)dt — / sin” (t)dt = / sin”™ (¢t)(sin (t) — 1)dt.
0 0 0
On utilise alors le théoréme de positivité de I'intégrale pour conclure. On a en effet :

iy

* t + sin” (¢)(sin (¢) — 1) continue sur [0, 5

s
0< ™
*UE5

* Pour tout ¢ € [0, g], on a :sin” (t) > 0 et sin () < 1. Ainsi, pour tout ¢ € [0, g], on
a :sin” (t)(sin(t) — 1) < 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme de positivité de l'intégrale, on obtient :
In-l—l - In < 0 In—l—l < In

Ainsi la suite (I,;)nen est décroissante.
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e Montrons que la suite (I,),en est minorée par 0 :
Soit n € N, on utilise encore le théoréme de positivité de I'intégrale :

* ¢+ sin” (t) continue sur [0, g]
m
0< =
V=0

* Pour tout t € [0, g], on a : sin” (t) > 0.
Ainsi, d’aprés le théoréme de positivité de I'intégrale, on obtient : I, > 0. Ainsi, on
vient bien de montrer que la suite (I,),en est minorée par 0.
e La suite (I,)nen est ainsi décroissante et minorée par 0, d’aprés le théoréme sur les
suites monotones, elle est donc convergente.
e On peut aussi remarquer que le théoréme de séparation permet aussi de montrer que :
pour tout n € N, on a méme : I, > 0. Vérifions cela :

*x fn: t+>sin” (t) continue sur [0, g]
™
*0< =
-2

* Pour tout t € [0, g], on a : sin” (t) > 0.
* fn#0
Ainsi, d’aprés le théoréme de séparation de l'intégrale, on obtient : I, > 0.

2. (a) Dés que l'on veut une relation de récurrence sur une suite définie par une intégrale, il faut
penser & utiliser une IPP. Soit n € N, on a ici :

% on+2 g n 2 2. n 2
Inyo = sin"" (t)dt = sin” (t)(1 — cos® (¢))dt = I, — sin” (t) cos® (t)dt.

0 0 0

On fait alors une IPP sur le deuxiéme terme [ sin™ (t) cos? (¢)dt en essayant de faire ap-
paraitre I,,42. On pose

u(t) = cos (t) u'(t) = —sin (t)

sin™*1 (¢)

’U/(t) = sin” (¢) cos (t) v(t) = n4+1

. T . . L .
Les fonctions u et v sont de classe C'* sur [0, 5] et ainsi, le théoréme d’intégration par partie
assure que :

Ooly

n+1 n—+1

RN B sin™*1 (1)
/0 sin” (t) cos? (t)dt = [cos (t) o ]

1 3 1
/ P sin™? ()t = —— Lnpo.
0

Ainsi, on obtient au final :

2
nt Ly = I (4 sz = (n+ Dl

In+2 = In - mLH—Q <

(b) A faire par récurrence. Il faut aussi savoir retrouver ces formules tout seul, sans qu’elles

soient données, par itération de la formule de récurrence démontrée ci-dessus. De plus, il

faut aussi savoir obtenir ces formules sous forme factorielle. On le fait pour Ip,. L’idée est

toujours la méme : on multiplie les nombres impairs par tous les nombres pairs manquant
afin de faire apparaitre une factorielle :

Ix3x5x---x(2p—1)  1x2x3x4x5x6x---x(2p—2)x(2p—1)x(2p)
2x4x6x---x(2p) B 2Xx4X6X--x(2p) x2x4x6x---X(2p)
(2p)!

(2x4x6x---x (2p)?

Ensuite, il reste & faire apparaitre des factorielles au dénominateur aussi. Ici, I'idée est
d’utiliser le fait que tous les termes sont pairs :

2X4X6%---x(2p) = (2.1)x(2.2) x(2.3) x -+ x (2.p) = 2P x (1 x2x 3 x---xp) = 2P x (p)!.
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Ainsi, au final, on obtient

Ix3x5x---x(2p—1)  (2p)!
2x4x6x---x(2p) 2% x (p)?’
2p)!
Puis, on obtient alors : Iy, = 221)(;02')2 X g
p!

(c) Ici il faut utiliser les deux formules démontrées précedemment en distinguant deux cas : n

pair et n impair :

e Casn pair : n=2p:
On obtient :

I1x3x5x-+-x(2p—1) m 2x4x6x---%x(2p—2)

1
nlpln—1 = (2p)Ioplap—1 = 2px X — X = (2p)x =

2x4x6x---x(2p) 2 1x3x5x---x(2p—1)

.. 7r .
Ainsi, on a : nl,I, 1 = 5 dans le cas n pair.

e Casnimpair:n=2p+1:

g

On obtient
2x4x6x---x(2p) 1x3x5x---x(2p—1)
I =(2 Dilopi1lepy, = (2 1
nhlooy = @pd Dlypiley = @t D) X o ) 2 6% - x (2p)
s
= (2 1 —.
@p+1)x 5= x5

.. ™ . .
Ainsi, on a : nl,I, 1 = 5 dans le cas n impair.

s
Ainsi, dans tous les cas, on obtient que : nl,I,_1 = 5

On peut tout de suite commencer par remarquer que I’on peut bien diviser par I,_o et I,, 1
car on a démontré que, pour tout n € N : I, > 0.
On sait de plus que la suite (I,,)nen est décroissante, ainsi, on a :

In < In—l < In—2-

n

<

n—1
1. La deuxiéme inégalité donne en passant a 'inverse, les deux termes étant strictement
I, < I,

La premiére inégalité donne, en divisant des deux coétés par I,,_1 >0: 1, < I,_1 =

1
positifs : —— < . Puis en multipliant par I, > 0, on obtient bien que :
In 2 n—1 In—2

- n—1
On a bien obtenu 'inégalité voulue, & savoir :

I, < I,
In—2

<1

=

-1

On connait la valeur de car la relation de récurrence obtenue & la question 2 donne

n—2
I n—1
le lien entre I,, et I, 5. On obtient ainsi : nl, = (n — 1)I,_5 et ainsi : —— = . On
n—2 n
obtient donc : 1 I
e =)
n n—1

Ainsi, on a, en utilisant le théoréme des monomes de plus haut degré :

1

lim 2~ —=1= lim 1.

n—+oo N n——+o0o
I

Le théoréme des gendarmes assure alors que : lim

= 1. Ce qui est équivalent au fait
n—-+0o ]n,1

ue: I, ~ I,_1.
q n+oon1
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(¢) On peut toujours multiplier des équivalents. Ainsi, comme on sait que : I, 2 I on
o
m
obtient : ”1721 o nl, 1I,. On peut alors utiliser la relation : nl,I, 1 = 5 On en déduit
oo

U . .. . . .
que : nl? ~ 7 Puis, en divisant par n et en passant a la racine carrée (pour rappel : on
+oo

ne peut pas composer des équivalents sauf pour des puissances, donc on peut passer a la
racine carrée), on obtient :

T
L, ~ /—.
" 40\ 2n
Correction 12.
1. e Montrons que la suite est bien définie :

Soit n € N. La fonction x — 2" sin (7x) est continue sur [0, 1] donc l'intégrale I, existe.
Ainsi la suite est bien définie.

e Encadrement de I, pour tout n € N :
Pour tout x € R: —1 <sin(7mz) < 1 et comme x € [0,1], on a : ™ > 0 et ainsi, on obtient
que : —z" < z"sin (mx) < 2"
On a ainsi :
* Les fonctions x +— —z™,  — 2" sin (1) et  — z” sont continues sur [0, 1].
* 0 < 1.
* Pour tout = € [0,1], —2"™ < 2"sin (mz) < z".

Ainsi d’aprés le théoréme de croissance de 'intégrale, on a :

1 1 2+l Zntl 1
/ —z2"dx < I, < / dx & | — — <I,
0 0 n+1 n+1 n+1
e On a ainsi :

IN

I, < |— < .
<]

1
n+1

* Pour tout n ¢ N, ——— < [, <
n+1
1

* lim — = lim
n—4co n+1 notoon41

Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient que la suite converge et que : liril I, =
n——+0oo
0.

= 0 par propriété sur les quotients de limites.

2. e Ip= [} sin(rz)ds = [—COS(”) E) —2

o [} = folarsin (rx)dz.

* On pose

V() = sin(wz) v(z) = -

* Les fonctions u et v sont de classe C* sur [0, 1] comme fonctions usuelles et ainsi par
intégration par partie, on obtient que :

1 1
1 1
I = [_msm’)] +/ cos (ma)dz = L.
0 0 n

s

3. Dés que I'on veut une relation de récurrence pour une suite définie par une intégrale, on fait une

IPP.
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e On pose

w(z) = a" u'(z) = na™l
V'(z) = sin(7x) v(z) = _cosfrmc).

e Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1] comme fonctions usuelles et ainsi par
intégration par partie, on obtient que :

n 1 1 1
1 1
I, = |:_.TCOS(7TJZ):| + n/ 2" 1 cos (rx)dr = — + / 2" cos (mx)dz.
n 0 ™ Jo ™ ™ Jo
On refait alors une IPP.
e On pose

u(r) = 2"t u'(z) = (n—1)z"2

V'(x) = cos(mx) v(z) = sm(ﬂmc)

e Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1] comme fonctions usuelles et ainsi par
intégration par partie, on obtient que :

1 n—1 . 1 -1 1 1 —1
A ([wm(m)] _n / "2 sin (m;)dac) _Lonte ),
0 0 T s

s ™ s s

Ainsi on a bien trouvé une relation de récurrence qui nous permettrait de calculer I,, en fonction
de I si n impair ou Iy si n pair.

Correction 13.

1. e Montrons que la suite est bien définie :
Soit n € N fixé. La fonction f, :  — z"e " est continue sur [0,1] comme composée et
produit de fonctions continues. Donc J, existe et ceci pour tout n € N donc la suite est bien
définie.
e Pour montrer en méme temps que la suite est convergente et trouver sa limite, on utilise
pour cela le théoréme des gendarme. Ainsi on commence par encadrer I'intégrale en utilisant
le théoréme de croissance.

* Encadrement de la fonction a l'intérieure de l'intégrale :
On a :

O§x§1<:>—1§—3:§0<:>e_1§6_$§1<:>m”6_1§fn(x)§:v”.

Ici on a utilisé le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R et
le fait que =™ > 0.
* On a donc :
o Les fonctions f,, x +— x"e~! et 2 — 2™ sont continues sur [0, 1].
o 0<1.
o Pour tout = € [0,1] : 2%~ < f,(x) < 2™

Ainsi d’aprés le théoréme de croissance de 'intégrale, on a :

1 1 efl 1
/ e tdr < J, < / zdr & < J, < .
0 0 n 4+ 1 n -+ 1

* Utilisation du théoréme des gendarmes : on a :
-1
e
o Pour tout n € N : <J, <
n+1

n+1
-1
O

im = lim = 0 par propritété sur les quotient s de limites.
ns+toon+1 n—atoon+1
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Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : liI_’I_l Jn = 0.
n—-+0o0o

2. Dés que 'on cherche une relation de récurrence avec une suite définie par une intégrale, il faut
penser a faire une ou plusieurs intégrations par partie.

e On pose
u(z) = a” u'(x) = nx

V() = e
e Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1] comme fonctions usuelles et ainsi par

intégration par partie, on obtient que :

1
1
Jn = [—x”e*m]é + n/ " e e = ndy_q — —.

0 (&
. . 1
Comme cela est vrai pour tout n € N, on a aussi : J,41 = (n+1)J, — —.
e
3. e Comme il y a écrit en déduire dans la question, on sait qu’il va falloir utiliser 1’égalité
Jn+1

précédente. Et on obtient pour tout n € N : J, — Ainsi pour encadrer

e(n+1) n+1

J .
n+11. On peut alors utiliser 'encadrement obtenu dans

, il suffit d’encadrer

1
Ipn — ——
e(n+1)

la premiére question et on a :

-1

1
\ ) anHSm. Commen—il—1>0, on obtient 1alors
e~ Jnt1 1 e” e

< < . C de pl 0< — : < <
2 S il S 12 omme de plus, on a _TH_Q,ona1 <5332 S

J,
ntl < et donc en particulier on a bien que : 0 < ntl < , A savoir :
n+1 n +1 2 n+1 n—+ 2

1
0< J, — <
=" e(n+1) T n+2

que :

ce qui est bien le résultat demandé.

1

e [’inégalité démontrée ci-dessus est équivalente a : —_—
& d (n+1)(n+2)

1
.Ainsi,ona:1<(n+1l)et, <1+ ¢

n =

(n+1)e =

(n+1)e n+2
Ainsi on a :
* Pourtout neN:1<(n+1)eJ, <1+ °_.
n+ 2
e
* lim 1= lim 1+ = 1 par propriété sur les quotients de limites.
n—-—+o00 n——4o00 n-+2
Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient que: lim (n+1)eJ, =1= lim L
n—+00 n—+o00 —=
e(n+1)
Ainsi, on vient de montrer que : J, ~ ———, soit
OV d " tooe(n+1)
1
I ~ —
" too en

Correction 14.

1. e La fonction =z —

est continue sur [0,1] comme somme et quotient de fonctions

continues. Ainsi l'intégrale I existe. De méme, la fonction = +—

est continue sur [0, 1]
x

comme somme et quotient de fonctions continues. Ainsi 'intégrale Jy existe.

1 e’ +1 e’
e On remarque que pour tout x € [0,1] : = — . Ainsi en intégrant cette
dque aue b [0, 1] e?+1 e+1 e +1 &
égalité, les 3 fonctions étant bien continues et en utilisant la linéarité de l'intégrale, on

obtient que : Jy = fol dr — 1.
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!/
u

e Calcul de I : on reconnait une primitive usuelle de la forme — et ainsi on obtient que :
U

I=[n|l+e*|]f =In2—1In(1+e).
e Calcul de Jy : On obtient alors que Jy =1 —1In2 +In (1 + e).

2. e Montrons que la suite est bien définie :
—nx

. , . € . p
Soit n € N fixé. La fonction fy, : @ — — 1 est continue sur [0, 1] comme composée, somme

e’ +
et quotient de fonctions continues. Donc J,, existe et ceci pour tout n € N donc la suite est

bien définie.

e Pour montrer en méme temps que la suite est convergente et trouver sa limite, on utilise
pour cela le théoréme des gendarme. Ainsi on commence par encadrer I'intégrale en utilisant
le théoréme de croissance.

* Encadrement de la fonction a 'intérieur de I'intégrale :
On a :

—nx —nx

2

1 < 1 e <fn($)§e

1
0<z<le2<e+1< 1< < -&
=r= R S e

Ici on a utilisé le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, que
la fonction inverse est strictement décroissante sur R™ et le fait que e™* > 0.

* On a donc :

2
Ainsi d’aprés le théoréme de croissance de 'intégrale, on a :

1 —nzx 1 —nx -n -n
1-— 1-—
/e dngng/ C hre-—S _<J<—°
o et 0 2 n(e+1) 2n

efnx efnl’
o Les fonctions f,,  — 1 et T — sont continues sur [0, 1].
e
o 0< 1.
e—nz e—nfl'
o Pour tout z € |0,1] : < z) <

* Utilisation du théoréme des gendarmes : on a :

1—e™ 1—e™"
o Pour toutneN: —— < J, < ——
n(e+1) 2n
m % = m 22— itété sur 1 :
o lim — = lim —— = ar propritété sur les composées, somme,
n—+oo n(e + 1) n—+oco  2n pat ptop P

produits et quotients de limites.

Ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes, on a : lirf Jn = 0.
n—-—+0oo

3. e Pour étudier la monotonie d’une suite définie par récurrence, on calcule toujours Jy11 — Jn
et on étudie son signe en utilisant le théoréme de positivité de I'intégrale.

L. 1e (e —1) .

* Ainsi on a : Jy41 — Jp = 0 Td$. De plus comme une exponentielle est
toujours strictement positive, on sait que e™™® > 0 et que €® +1 > 0 comme somme
de deux termes strictement positifs. Ainsi il reste & étudier le signe de e™* — 1. Or on
a:e?—-1<0&e?<1ls —zr<0<s x>0 en utilisant le fait que la fonction
logarithme népérien est strictement croissante sur RT™. Or on est sur [0, 1] donc on a :
e ¥ —-1<0.

* On a donc :

e (e —1)

e? +1
produit et quotient de fonctions continues.

o 0< 1.

o La fonction x > est continue sur [0,1] comme composée, somme,

—nx(,—r __
e e 1) .
e*+1 -
Ainsi d’apreés le théoréme de négativité de I'intégrale, on obtient que : J,11 —J, <0 <
Jnt1 < Jp. Ainsi la suite est bien décroissante.

o Pour tout z € [0,1] :
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e Soit n € N*. Comme la suite est décroissante, on a : Jy11 < J, < Jy—1. Et ainsi, on a :
1 1
Jn+1 + Jn S 2Jn S Jn + Jn—l e §(Jn+1 + Jn) S Jn S §(Jn + Jn—1)~

—nr—x —nx 1 —nz—x T
1
4. Soit n € N, on a par linéarité de l'intégrale que : Jp,+Jp41 = 01 %dﬂ: = /0 eexgje)

1
/ e~ (D e Et on sait alors calculer cette intégrale et on obtient pour tout n € N: J,+Jp41 =
0

1 — e~ (nt1)
n+1
5. On utilise ici les deux derniéres questions. On obtient que pour tout n € N* :
1 —e (D) 1—e™ n(l—e (D) l—e™m
—— < J, < & <J, <
2n+1) — "~ 2n 20n+1)  — "7
car n > 0.
On utilise alors le théoréme des gendarmes et on a :
1— —(n+1) 1—e™
oPourtoutnEN*:uang °
2(n+1)
. n(l- e~ (nt1) ) 1—e™ 1 L ,
e lim —— = lim = — par propriété sur les composées, sommes, pro-
n—-+oo 2(n =+ 1) n—+00 2 2

duit et quotient de limites.

1
Ainsi d’apreés le théoréme des gendarmes, on obtient que : lim nJ, = 3 < lim T" =1let

n—-+0o0o n—4+o00 —
1 2n
donc J,, ~ —.
" foo 2n
III Sommes de Riemann
Correction 15.
1~ 1+E£
1. oPourtoutneN*,ona:Sn:—Zik%.
Mo 1+ (R)
e On pose alors f : x — Hixz Cette fonction est bien continue sur [0,1]. Ainsi d’aprés le
x

théoréme de Riemann, on a :

lim S, = /1 f(z)dz.
0

n——+o00
Pour calculer I'intégrale, on utilise la méthode lorsque 1'on a un polynéme de degré sur
un polynéme de degré 2 qui est ici de discriminant strictement négatif et on obtient que :

lim Snzln(\/i)+£

n—-+o00

1< [k
2. oPourtoutnEN*,ona:un:Z[.
ne=\Vn

e On pose alors f : ¢ — +/x. Cette fonction est bien continue sur [0,1]. Ainsi d’aprés le
théoréme de Riemann, on a :

n—-+0o0o

! 2
lim un:/ flx)dx = -.
0 3

2

1 o k 1
3. e Pourtout n € N*,ona:S,=|— Z L X —. On pose alors pour tout n € N* :
n

)’ Y

po s ()
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2

x
V1423

théoréme de Riemann, on a :

e On pose alors f: 2 +— . Cette fonction est bien continue sur [0, 1]. Ainsi d’aprés le

n—-+00 0

Pour calculer I'intégrale, on reconnait une primitive usuelle et ainsi on obtient que: lim 7T, =
n—-+0o00
2

g(x/ﬁ—l).

e Comme pour tout n € N* : S, = , on a par propriété sur le quotient de limite que :

T
NG

lim S, =0/
n——+0o
1k km
4. oPourtoutnEN*,ona:Sn:fE sm( >
nk,’:ln n

e On pose alors f : x +— zsin (mx). Cette fonction est bien continue sur [0, 1]. Ainsi d’apreés le

théoréme de Riemann, on a :
1

li = .
s e . . 1
Pour calculer 'intégrale, on utilise une IPP et on obtient que : | lim S, = —|
n—-+0oo s
5. e On commence par transformer ’expression. Il faut donc transformer un produit en somme

et ainsi une idée assez classique est de poser pour tout n € N* : ¢,, = In (wy,) : le passage au
logarithme népérien permet de transformer un produit en somme.

) 1 (2n)! 1 ok 1 & k
. * . — — —
On obtient alors pour tout n € N* : ¢, = nln<n!n”> = nln( | | o n, En 1ln(n)

k=n+1
On fait alors un changement de variable pour se ramener & une somme de 1 & n qui va nous

permettre ainsi d’appliquer le théoréme de Riemann & la suite (t,)nen+. On pose ainsi

j =k —n et on obtient que : t, = — Zl ]+n Zln(l—i— )

] 1
e On pose alors f: x +— In (1 + x). Cette fonction est bien continue sur [0, 1]. Ainsi d’apreés le
théoréme de Riemann, on a :

lim tn—/f Jdx =2In2 — 1.

n——+o0o
e Comme on sait que pour tout n € N*, a:t, =In(w,) & w, = e, on obtient par
. - - . 4
propriété sur la composition de limite que : | lim w, = e?M2-1 = = |
n—-+o0o e
6. e On commence par transformer ’expression. Il faut donc transformer un produit en somme

et ainsi une idée assez classique est de poser pour tout n € N* : T,, = In(S,,) : le passage
au logarithme népérien permet de transformer un produit en somme.

_ 1 - 1 <
On obtient alors pour tout n € N* : T, = %ln (,H(k+n)) = %Zln (k+n) =

n
— Zln (1 + Z + L Z M . On pose alors pour tout n € N* :

1 In(1+ 1
Voe=— Z g et on a alors pour tout n € N: T}, = ﬂ—f—V On peut alors appliquer

n 2
k=1

le théoréme de Riemann a la suite (V},)nens-

In(1+x)
2

e On pose alors f : x — . Cette fonction est bien continue sur [0, 1]. Ainsi d’aprés

le théoréme de Riemann, on a :

1
1
lim Vn:/ f(z)dx =In2 — -
) 2

n—-+00
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en utilisant la primitive de la fonction logarithme népérien.

Inn
e Comme on sait que pour tout n € N*, on a: T}, = 5 + Vi, on obtient que 1ir_i{1 T, =+
n—-—+0o0

par propriété sur les sommes et composée de limites. Puis comme on a aussi que pour tout
n€N*: T, =In(S,) < S, = el on obtient par propriété sur la composée de limite que

lim S, = 4oc0|
n—-+00
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