[ Correction - DM3 ]

Exercice 1. Soit n € N. On définit la somme pour tout = €]0, 27 :

n

Zn(x) = Z etk

k=0

, _e(n+1)i
1. Montrer par récurrence que Zy,(z) = ="~

1—e
2. Montrer que
m 1+e'n
7 (Z
() =170

Et en déduire la valeur de Re(Z, (%)) et Im(Z,(%))

On pose pour n > 2 :

km
3. Justifi =
ustifier que S kZ()sm(ﬂ)

4. Exprimer S,, en fonction de Z,,.
1

tan(Qn) '

6. En déduire la valeur de tan (%) .

5. En déduire que : §,, =

tan(x)

Sn
7. Déterminer lim — . (On rappelle que lim,_,o = 1. Le prouver a l’aide de la définition de

n—oo N
la dérivée)

Correction 1.

1. Cours
n n—1

2. Zsm <k”> Zsm < > +sin (0::) +sin (“) Or sin (%) = 0 et sin (%) = sin(r) = 0.

Donc
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3
3

3. On a Z(K) . D’aprés la question 1 :
n

>t

k=0
n ; ™
o 1— i(n+1) 7
k=0 1—em
1 eiﬂ'+’i%
 1—¢n
1+ eln
1—ein
e ﬁ (e_'ﬁ + eZZn)
B e'zn <e_'% — e’%)
B <e_i27:L — e1%>
_ 2 cos(5;-)
2i sin(s,-)
_ 1
itan(on)
De plus
n
Jm(Z(x)) = Jm ( e’kx)
k=0
n
= ij(e”’””)
k=0
n
= sin(kx))
k=0
_ _~ 1 _ 1
Donc S, = Im(Z(7)) = Jm(itan(%)) = ()
4. On a d’aprés la question précédente ﬁ =S4 Donc tan(%) = S%;
3
km 17 2 3T V2 V2
Par aill Sy = in| — | =sin | — in [ — n(—|=—+14+-—=1 2.
ar allleurs Sy ;sm<4> s1n<4>+sm(4>+sm<4> 2+ +2 -|-f
Donc
T\ 1
tan(g) = v
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tan(x
5. Montrons que lim 7()

= 1. On a en effet pour tout x €] — w/2,7/2| :
z—0 x

s (a) = S 12)c0s(2) — o () i)

cos? ()
sin(z) + cos?(w)
cos?(x)
1

cos?(x)

En particulier tan’(0) = 1 et par définition de la dérivée en 0 :

tan(x tan(z) — tan(0
lim tan(z) = lim (z) © = tan’(0) = 1
z—0 xT z—0 x—0
Sn 1
On a ‘n  ntan(E)’ et
™ tan(s-)
ntan(—) = n
(Qn) 1
n
_ 5 tan (g
s
2n
) . . tan(z) .m 3 .
On vient de voir que lim =1, comme lim — = 0 on a par composé de limites :
z—0 x n—oo 2N,

, T
nlgréo n tan(%) =

2o

En conclusion :

lim — =
n—oo N

Sn 2
=

Exercice 2. Soit U I'ensemble des complexes de module 1.

1. Calculer )
inf{‘—i—z ,zEU}
z

2. Pour tout z € C* on note a(z) = L + 2.
(a) Calculer le module de (%) en fonction de celui de z.

1
(b) Montrer que pour tout >0 ona: — +x > 2.
x
(¢) En déduire
inf{|a(2)|,z € C*}

Correction 2.
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1. Comme z € U, il existe 6 € [0, 27] tel que z = . Donc

_ ‘ o0 4 it

2008(5

Pour § =7 on a |2cos(g‘ = 0 donc

,zEU}:O

- +z
z

inf{ 1

la(z)| = > +z

(b) Pour tout x > 0 on a

Donc pourtouta:>0,$+%—220.
(c) On a|a(l)| = ﬁ +|1| = 2 et on a vu que pour tout z € C*, |a(z)| > 2 donc

inf{|a(z)|,z € C*'} =2
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