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Exercice 1. Soit n ∈ N. On définit la somme pour tout x ∈]0, 2π[ :

Zn(x) =

n∑
k=0

eikx.

1. Montrer par récurrence que Zn(x) =
1−e(n+1)ix

1−eix
.

2. Montrer que

Zn(
π

n
) =

1 + ei
π
n

1− ei
π
n

Et en déduire la valeur de Re(Zn(
π
n)) et Im(Zn(

π
n))

On pose pour n ≥ 2 :

Sn =

n−1∑
k=1

sin

(
kπ

n

)
.

3. Justifier que Sn =

n∑
k=0

sin

(
kπ

n

)
.

4. Exprimer Sn en fonction de Zn.

5. En déduire que : Sn =
1

tan
(

π
2n

) .

6. En déduire la valeur de tan
(π
8

)
.

7. Déterminer lim
n→∞

Sn

n
. (On rappelle que limx→0

tan(x)
x = 1. Le prouver à l’aide de la définition de

la dérivée)

Exercice 2. Soit U l’ensemble des complexes de module 1.

1. Calculer
inf

{∣∣∣∣1z + z

∣∣∣∣ , z ∈ U

}
2. Pour tout z ∈ C∗ on note α(z) = 1

z + z.

(a) Calculer le module de α(z) en fonction de celui de z.

(b) Montrer que pour tout x > 0 on a :
1

x
+ x ≥ 2.

(c) En déduire
inf{|α(z)| , z ∈ C∗}

BCPST1-Lycée Chaptal Page 1 2023/2024


