Correction DM 6

-1 -3 3
Exercice 1. Soit A = 3 —7 3 |.On désigne par I3 la matrice identité d’ordre 3 et par O3 la matrice
6 —6 2

nulle d’ordre 3. On se propose de calculer les puissances de A de plusieurs maniéres. Ainsi, les trois méthodes sont
totalement indépendantes les unes des autres et aucun résultat d’'une méthode précédente ne peux étre utilisé dans
une autre méthode.

1 -1 1
1. Méthode une : On pose P = | 1 0 1
2 10

(a) Démontrer que P est inversible et calculer P!,
(b) Calculer D = P~1AP puis exprimer A en fonction de P, D et P71,
(c) Pour tout n € N, donner et démontrer I'expression de A" en fonction de P, D" et P~ 1.
(d) Etudier I'inversibilité de A et calculer A~! si A est inversible.
2. Méthode deux :
(a) On pose B = A — 2I3. Pour tout n € N*, calculer B" en fonction de B.
(b) En déduire l'expression de A™ pour tout n € N en fonction de n, A et I3.
(c) On définit les trois suites réelles (2, )neN, (Yn)neN €t (2n)nen qui vérifient les relations

Tpntl = —Tp—3Yn+32p
Vn €N, Yntl = 3BTp — Tyn +3zn
Zng1 = bxp — 6y, + 22,.

i. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

T, Zo
n

Yn =A Yo

Zn 20

ii. En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de x,, y, et z, en fonction de n et des réels
xo, Yo €t zp.
iii. Sizg=1yo =1 et zp = 2, les suites (p)neN, (Yn)neN €t (zn)nen sont-elles convergentes ? Préciser
les limites lorsqu’elles existent.
éthode trois :
(a) Donner une relation entre A2, A et I3.
(b)
(c)

C

3.

La matrice A est-elle inversible 7 Si oui, donner son inverse.

Démontrer qu’il existe deux suites (a,)nen €t (bn)nen telles que, pour tout entier n : A" = a, A + b, I3.
Donner les relations de récurrence vérifiées par ces deux suites.

En déduire 'expression de a,, et de b,, en fonction de n puis celle de A™ en fonction de n, A et I3.

—
&

En reprenant expression de l'inverse de A en fonction de A et de I3, calculer A™" = (A~1)" pour
n € N.

—
D
~

Correction 1.
1. Méthode 1 : par diagonalisation

(a) Montrons que P est inversible et calculer P! :

1 -1 1

1
La méthode du pivot de Gauss donne que | P est inversible‘ et que | P71 = 3 -2 2 0
-1 3 -1
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(b) Calculons D = P~'AP puis exprimons A en fonction de P, D et P! :

2 0 0
Le calcul donne | D= 0 —4 0 .| De plus, comme P est inversible, on a
0 0 —4

P'AP=D & AP = PD & |A=PDP!

en utilisant le fait que PP~! = I3.
(c) Démontrons que : Vn € N, A" = PD"P~! puis calculons A" :
On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n): A" = PD"P~L.
e Initialisation : pour n = 0. D’un c6té, on a : A° = I3 et de autre coté, on a : PDOP~! = PI3P~1 =
PP~! = I3. Ainsi, P(0) est vraie.
e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au
rang n+ 1. On a : A1 = A x A™. Par hypothése de récurrence, on a : A® = PD"P~! et on sait
que : A= PDP~!. On obtient ainsi : A" = PDP~1PD"P~! = PD"*1P~1 Ainsi, P(n + 1) est

vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que ‘Vn €N, A" = PD"P~ 1, ‘

La matrice D étant diagonale, on sait que

YneN, D= 0 (=4 o0

En calculant alors les deux produits, on trouve

Ar== | on—(—am 3(—4)
22" — (~4)7) 2A(—4)r -2 2

(d) Montrons que A est inversible puis calculons A~ :

Comme la matrice D est une matrice diagonale et qu’elle n’a pas de zéro sur la diagonale, on sait tout
0 0

de suite qu’elle est inversible et que son inverse est D71 = 0 —% 0 . Comme A = PDP~!
0o o0 -1

et que D, P et P~! sont toutes inversibles, alors A est inversible comme produits de matrices toutes

inversibles. De plus, par propriété sur le produit de matrices inversibles, on sait que :

Al = (P~ H=7'D='P~1 = PD='P~! Le calcul donne

L1 -8 3
At=o|3 503
6 —6 4

2. Méthode 2 : par le binéme de Newton
(a) Calculons B™ en fonction de B avec B = Al; :

-3 -3 3 18 18 -—-18
Le calcul de B donne B = 3 —9 3 |.On obtient alors : B2 = —18 54 -—18 = —6B.
6 —6 0 -36 36 0

Puis en itérant, on trouve : B> = 62B. On peut conjecturer que : Vn € N*, B® = (—6)" "1 B.
e Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : P(n) : B" = (—6)""!B.
e Initialisation : pour n =1 :
D’un coté, on a B et de l'autre coté, on a : (—6)"B = B. Ainsi, P(1) est vraie.
e Hérédité : soit n € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au
rang n+1. Par hypothése de récurrence, on a donc : B" = (—6)""'B. De plus, on a: B"*! = Bx B",
ainsi, on obtient

B"tl — B % (_6)n—1B — (_G)n—lB2 — (—G)n_l(—G)B — (—G)nB.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
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e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que |¥n € N*, B" = (—6)""!B.

(b) Calculons I’expression de A™ pour tout n € N en fonction de n, A et I3 :
On remarque que : A = B + 2I3. Comme B et 2I3 commutent car I3 commute avec toutes les matrices
de taille 3, on peut appliquer le binéme de Newton et on obtient, pour tout n € N,

A" = (B42L)" =Y (Z) B L) =Y (Z) Bron—k,
k=0 k=0

En utilisant alors la formule démontrée pour B¥ vraie pour tout k& € N*, on obtient

An = MLy + 3 (”) Bron—k
=1 \k

25 + (é <Z> (—6)’“‘12"‘k> B

)
- (e )2
A—2I3

- 2y — (4" - 2"

—4)" 2n+1 N _ (—g)n
B S

On obtient alors

2n + (_4)77, (_4)n _ 2n 277, _ (_4)n
Ar=—| 2 (=4 B(—4)m—2m 2n— (—4)"
22" — (—4)") (-4 -2 !

On retrouve bien le méme résultat qu’avec la méthode 1.

(c) Etude de trois suites récurrentes :

i. Montrons que pour tout n € N, X;,, = A"Xj :
Tn
On pose pour tout n € N le vecteur colonne X,, = Yn |. D’aprés la relation de récurrence
Zn
vérifiée par les suites, on obtient

VneN, Xpii= AXn.\

e Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n) : X, = A" Xj.

e Initialisation : pour n =0 :
D’un cété, on a : Xg et de autre coté, on a : A°Xy = Xg. Ainsi, P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie & 'ordre n, montrons qu’elle est vraie
a lordre n + 1. Par définition des suites, on sait que : X,,41 = AX,. Or par hypothése de
récurrence, on sait que : X, = A" Xg. Ainsi, on a

Xn+1 =AX AnXo = An+1X0.

Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que |Vn € N, X,, = A" X,.
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ii. Donnons ’expression explicite de xy,, y, et z, :
Comme on connait ’expression de A™ pour tout n € N, on obtient

VEN wn = S ()0 + (—4)" = 2o+ (27— (~4)")zo]
b= 52— (40 + (B(—4)" = 2o + (27— (—4)")z)
Zn = 2" = (=4)")zo + (=)™ — 2™)yo + 2" 2.

iii. Etude de la convergence des trois suites :
Sixg=1yo =1 et zyp =2, les expressions ci-dessus deviennent

YneN =z, =y, =2"
zp = 27,
Comme 2 > 1, les trois suites sont divergentes de premiére espéce et

lm z,= lim y,= lim z,=+occ.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

3. Méthode 3 : en connaissant une relation entre les puissances de la matrice
(a) Donnons la relation entre A2, A et I3 :

10 6 -6
Le calcul donne A? = —6 22 —6 |.En identifiant les coefficients de A? avec als+ bA on obtient
—-12 12 4

| A2 = 81 — 24|

(b) Etudions l’inversibilité de A :
Une telle relation permet d’obtenir directement l'inversibilité de A. En effet, on a alors

A <A+213> _1

8
1 -3 3
Ainsi, par définition d’une matrice inversible, A est inversible et | A~ = A +82[3 = é 3 =5 3
6 —6 4

On retrouve bien le résultat de la premiére méthode.

(c) Montrons qu’il existe deux suites (an)nen €t (bn)nen telles que, pour tout entier n :

A" —a A +b,I3:

e Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n):  I(an,b,) € R?, A" = a, A + by 1s.
e Initialisation : pour n =0 :
Comme A% = I3, ag = 0 et by = 1 conviennent. Ainsi, P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au
rang n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait donc qu’il existe deux nombres réels (a,, b,) € R?
tels que

A" = a, A+ b, 15.

Comme A" = A x A", on obtient en appliquant ’hypothése de récurrence
A = g, A% + b, A.

Il suffit alors d’utiliser la relation : A2 = —2A + 813 entre les puissances de A pour conclure. On
obtient alors

A" = 8a, I3 + (—2a, + b,) A.

On pose alors a1 = —2ay, + b, € R et b1 = 8a, € R et ainsi P(n + 1) est vraie.
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e Conclusion : il résulte du principe de récurrence

qu’il existe deux suites (ap)nen €t (bn)nen telles que Vn € N, A™ = a, A + by, Is.

On connait de plus la relation de récurrence qui lie ces suites :

apg = 0

bop =1

VneN, an+1 = —2a, + by
bn+1 = 8an.

(d) Donnons ’expression explicite de a,, b, puis celle de A" :
On remarque que la suite (a,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre deux. En effet, on a

ap=0 a1 =-2a0+by=1 et VneN, apro = —2an+1 + San.

L’équation caractéristique est alors 72 4 2r — 8 = 0 et le discriminant d’'une telle équation est : A = 36.
Les solutions sont donc —4 et 2. On obtient ainsi

I, B) € R, VYneN, a,= a(—4)" + B2".

Les conditions initiales permettent de calculer « et 5. On doit résoudre le systéme suivant
a+pf = 0
—4da+25 = 1.

1 1
On obtient alors oo = ~ et B = 6 On a donc

ot

vn €N, a, = 6

On en déduit alors expression explicite de la suite (b, )nen. On a

2n+1 + (_4)n

vn €N, b, =8a,_1 = 3

On obtient alors pour 'expression de A™ :

L= 2n—(-4" 3

— (=) 42" 4
22— () A4y -2 2

n+1 AN
YneN, A" = 6 A+2 z( 4)

N —

On retrouve bien le méme résultat qu’avec les méthodes 1 et 2.
(e) Calcul de A™™ :
1
On a vu que A~! = — (2I3 + A). On cherche & calculer (A~!)" pour tout n € N. Comme les matrices

213 et A commutent car la matrice I3 commute avec toutes les matrices de taille 3, on peut appliquer
le bindbme de Newton et on obtient

n

fn_in n k nfk_i n n—k gk
vneN, A X <k> (A (213) _Snkzo(k>2 A,

En utilisant alors 'expression de A¥ trouvée dans la question précédente (qui est bien vraie pour tout
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k € N), on obtient

AT =

1 gnon (_Q)n 2n+12n
= — A— A
8 < 6 6 + 3
1— (71)71 2n+1 o (71)n
= A .
P T
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