TD - 16 : Limites

I Calculs de limites

Exercice 1. Calculer les limites des fonctions suivantes aux bornes de leur domaine de définition. On justifiera
correctement les résultats. On fera, lorsque cela est possible, 'interprétation graphique des résultats.

1. _ x24z41 et -1 6\/5
f(x) o 6. f(z) =In(—— 11. f(z) = —5
2. f(z)=e e et —1 =
3. flay= ST FEl 7 f(:c>:1n<€“+~””2> 12, f(@) = e* — o}
2 41 2c+1 13. f(z) =er2
1 2—x
4. f(l')—w_le* 8. f(x)=In <x—|—4> 14. f(z) = (2 — 1)e=—2
5. f(x) = — et o7 15, fla) = @D
9. flz) = 21 T
1 X
10. f(x) = <2> Inx
Exercice 2. Avec des polynomes :
. ' 4+ 422 — 1 . 22+ 2x—15 . 3+ 8
1. lim ——s——— 5. lim ———— 8 lim ——
z—too 941 t——5+ 2 +4x — 5 z—-2 |x + 2|
2+ 22—z 3 — 2z cos’x — cosx
2. lim ——— i _— i
a——oo 16+ 412 0. xEr—noo 222 — 1 O ilg%) 2cos?x —3cosx + 1
. x +a?-x . oxd—1 10. lim 22 -3z +1— x|z — 3|
3. hm ﬁ 7 hm Tr—r—+00
z—0- =% +4x z—=1 a3 —1 . 2
9 11. lim 2*—-3x+1— x|z — 3
T 3z°4+2x -5 o500
o lim —————

e—1- 2 +4x -5

Exercice 3. Fonctions exponentielle et logarithme :

1. lim eiﬁiﬁ 5. lim zx <eﬁ - eﬁ) 9. L In (14 ) wine
e mhoo LA e
9. lim emsr L\ In(1/2) .
z—0t . 6. QCEI-EOO <1 + lngj) 10. xll}l_il_looxln ( . >
3. lim eme+1 In (1/2)
1 . 1 2 .3
z—1 ) 7. hm+ (1 + 1) 11 lim cos (z 3) + l.n (2z) —x
4. lim(1+ax)=, a>0 f‘?—?l nxl/x T—+00 , 3x3 +sinx —x
o 8 m (1+e7) 12, him 1 (e 1)
Tr—+00 X

Exercice 4. Avec des racines :

Va? -1 VT2 -3

1. lim — 5. lim 9. li
z—0 I z—1+t r—1 z—1 2 -1
2. lim z+2—-V22—-3z—-1 o V224223 . Vr+2-2
r——400 0. ilm ——mM— 10. lim

oo T @2 \/r +7—3
3. lim /(217 —Va? o
Jm V@17 -ve lim Va? 414 1L lim Vot VE— e
1 1 - Tr—+00
4. lim — 2 Yr —
a—-1(x+1)2 (z+1)3 8 lim rHvar+1 12. lim M,
i Ny e T~ Ya

(n,m) € N

~
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Exercice 5. Fonctions trigonométriques :

1 sinx in (6
1. lim xsin | — 5. lim 7 8. lim M
750 T z—+oo 22 —Inx 2—0 tan (4x)
tanx —sinx _
. . 1 6. lim Lt >0 d o i 2cosx — 1
. o lim —m————
2. ilg%smxsm< ) 750 .1,3 x%%Qsinx—\/g
rsinx 7. lim e (22) t i v
i g ‘ anx —sinx
3. xgr-‘?oo 241 220 y/1 — cos (37) 10. ili% (x)
2 cosx
4. lim

z—+oo 2+ 1

Exercice 6. Avec la fonction partie entiére.

1
1. La fonction g définie sur R* par g(x) = = L a-t-elle une limite en +00?
x
. . 1 1 o
2. La fonction h définie sur R* par h(z) = — — | —| a-t-elle une limite en +o0?
x x

3. Soient a et b strictement positifs. Calculer :
b b
(a) lim z V)J (b) lim — [f (¢) lim — LEJ

ad r—0— T La
- ) . 1
4. Etudier lim (1 —x {J)
z—0 x

Exercice 7. Avec des valeurs absolues. Soit f telle que f(z) =

|x — 3| — 2z
4r —6— |z + 3|

1. Déterminer Dy.

2

2. Etudier I'existence d’une limite en a = 3, d’une limite a droite en 3 et d’une limite a gauche en 3.

IT Calculs d’équivalents

Exercice 8. Donner la limite, ainsi qu'un équivalent au point considéré.

1 1 1 1 1

1. f(x) = - x_len+oo 4. f(:n):?—ﬁ—i-;en—l-oo
1 1 1 1 1

2. f()_:c —Een—l—oo 5. f(ac):?—ﬂ_l—i-?enﬂ)o
1 1 1

Discuter en fonction de a et de b.

Exercice 9. Donner la limite, ainsi qu'un équivalent au point considéré.

L f(z) =vz+5- vz —3en+oo 4. f(z) =V1+ Va2 +1 en +oo.
2. f(x) = \/1—|-:L'—\/1—|—1'2 en +oo puis en 0 5. f(:c):e\/:H'Q_‘/E en 0o

14z
f(x) en 0 puis en +o0.
\/ 1+a:
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Exercice 10. Donner la limite, ainsi qu’un équivalent au point considéré.

1 T _

1. f(z)=Inz +1; en 0F 6. f(z)= P P— —|—eln:c i 7 en 0 puis en +oo0.
2 f(z) = 1-— eir— £ en 400 7. f(z) =z (n(x +71) Inx) en +oo

po0 © ) 8. f(z) = ( )(ez — 1) en +o0.
3. f(x) = 7 en 0 puis en +00 (a € R) 9. f(z) = ( ,> en oo
4 f(z) = f;lfff en 0+ (a > 0) 10. f(z) = (lnz) - (HZP en 400

2?2 -1

5. f(z) = PYr— en 1

Exercice 11. Donner la limite, ainsi qu’un équivalent au point considéré.

:E

29”—1

(z) = () =(x 4+ 1)* en +o0

2. f(x) =21 — 2% en 400
f(z) =
)=

f
f(z) = (x — 1) en 00
flz)=(x+1)* — 2% en +00

1. enx =0

S~

X

oo

3. flz) =27+ — 2‘”2 en +00
4. f(z) = (27)* 4+ 27" + (4%)2 en 400

Exercice 12. Calculer la limite de f en 400 pour chacune des fonctions suivantes :

1. f(x) = (xfay:, a>0

2. f(a) = (iig)x (a,b) €RZ, a #b
2 x

III Recherche de branches asymptotiques

Exercice 13. Soit f la fonction définie par f: x +— x —In (1 + z). Le plan étant muni d’un repére orthonormé,
C désigne la courbe représentative de f.

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition.
3. Etudier la nature des branches infinies de C et préciser la position relative de C et de ses éventuelles asymp-

totes.

Exercice 14. Déterminer pour chacune des fonctions suivantes ’ensemble de définition ainsi que les asymptotes
et les branches infinies. On étudiera de plus la position relative de la courbe associée & la fonction par rapport a
ses asymptotes.

0?4 Inz—a?—1
L@ = a5 Z ;Exi In (In (2))
if(x)farﬂn(?—e) 7 f@) =w+In(e® -1

fl@)=a ey
4. f(x) =x —cosz

IV Propriétés générales avec les limites

Exercice 15. Soit f une fonction réelle définie sur R. On suppose que f est périodique de période T' et que f
admet une limite finie [ quand x tend vers +o0o. Démontrer que f est la fonction constante de valeur [.

Exercice 16. Montrer que la fonction x — sinx 4 cosz n’admet pas de limite en +o00, ni en —oo.
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