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Chapitre 16 : limites et équivalents

I Définition de la limite d’une fonction

La définition de la limite pour les fonctions est analogue & celle que 'on a vu pour les suites. Ce-
pendant, contrairement aux suites pour lesquelles on ne s’intéresse qu’a la limite quand n tend vers
400, la situation est un peu plus compliquée dans le cas des fonctions. En effet, puisque l'on peut
considérer aussi bien des limites en l'infini qu’en des points de R (et vers lesquels on peut s’approcher
de différentes fagons : par la droite, par la gauche, des deux c6tés), plusieurs cas de figures et différentes
notions doivent étre introduites.

Intuitivement, une fonction f tend vers une limite £ € RU {+o0} en zp € RU {00} lorsque f(z)
s’approche de ¢ quand x s’approche de zg, ce qui se traduit différemment selon que zq et £ sont réels
ou infinis.

Il y a trois niveaux de compréhension - a priori sans ordre de difficultés ni de relation :
— Comprendre intuitivement la notion de limite.

— Comprendre avec les quantificateurs la notion de limite.
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— Savoir faire des calculs de limites.

Dans toute cette partie I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

I 1 Limite finie en ['infini

- ~
Définition 1. Limite finie en 'infini :

e Soit a € Ret f:[a,+0o[— R une fonction. On dit que f a une limite finie en +o0
s'il existe £ € R tel que :

e Soit a € Ret f:]—o00,a] — R une fonction. On dit que f a une limite finie en
—oo 8’il existe £ € R tel que :

Dans ce cas, on note lim f(z) = (.
T—r—00

Remarque. Interprétation graphique :

22 +3
Brd D)(n D)

Exemples. La fonction x —

La fonction x — cos(x)

L 2  Limite infinie en [infine
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Définition 2. Limite infinie en l'infini :
e Soient a € R et f: [a,+00[— R une fonction.

* On dit que f a pour limite 400 en +0o si :

On note dans ce cas lim f(z) = +o0.
T—+00

* On dit que f a pour limite —oco en +00 si :

On note dans ce cas lim f(x) = —oc.
r—+00
e Soient a € Ret f:]— 00,a] — R une fonction.

* On dit que f a pour limite +00 en —oo i :

On note dans ce cas lim f(x) = 4o0.
T—r—00

* On dit que f a pour limite —co en —oo si :

On note dans ce cas lim f(z) = —o0.
T—r—00

L. 3  Limite finie en un point ryg € R

Intuitivement, f tend vers £ en x( signifie que pour toute bande horizontale de taille 2¢ (aussi petite
soit-elle) centrée autour de ¢, on peut trouver un intervalle de taille 2§ centré autour de xg tel que

e 7
Définition 3. Soient zg € I et f: I — R une fonction.

e On dit que f a pour limite £ € R en x( sur [ si :

On note dans ce cas lim f(x) =/¢ ou f(z) — ¢.
T—T0 T—rT0

e On dit que f admet une limite finie en xg s’il existe un réel £ € R tel que lim f(x) =
T—T0
L.

( 7
Proposition 4. Si f est définie en x( et posséde une limite finie £ en xg, on a nécessai-
rement £ = .. ..

Autrement dit si une fonction a une limite finie en un point en lequel elle est définie,

cette limite ne peut étre que sa valeur en ce point.
. J

sin x . . sin x
est définie sur R* et lim
x z—0,2£0 X

Exemple 1. La fonction z —
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I. 4 Limate infinie en un point xg € R

Définition 5. Soient z9g € I et f: I\ {zo} — R une fonction.

e On dit que f a pour limite +o00 en g sur I\ {zp} si:

On note dans ce cas lim f(z) = +o0 ou f(x) — +o0.
T—x0 T—T0

e On dit que f a pour limite —oo en zg sur I\ {zo} si:

On note dans ce cas lim f(z) = —oo ou f(x) — +o0.
T—T0 T—T0

Remarque. Interprétation graphique : ...

Exercice 6. Etude et représentation graphique de la fonction ﬁ
T —

1. 5 Limate épointé, limite a droite et a gauche en un point xy € R

On va maintenant étendre cette notion de limite au cas ot g € I et f n’est définie que sur I\ {zo}
(donc non définie en xy mais uniquement autour de x).

Définition 7. Soient zg € I et f : Dy — R une fonction et zg une borne de Dy. On dit
que f a pour limite £ € R en xg avec x # xg si :

On note dans ce cas  lim  f(z) =l ou f(z) — /L.
T—x0,TF£To T—T0,TFETO

On va maintenant définir les notions de limite a droite et de limite & gauche en un point.

e 7
Définition 8. Soient xg € I et f: I — R une fonction.

e Limite & droite : f admet une limite ¢ & droite en xg lorsque
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Remarque. Dire que f admet une limite a droite en xg consiste a étudier la limite uniquement lorsque
I’on se rapproche de x(y par valeurs strictement supérieures. De méme, dire que f admet une limite
a gauche en xg consiste & étudier la limite uniquement lorsque l'on se rapproche de zg par valeurs
strictement inférieures.

Lorsque la fonction f est définie de maniéres différentes de part et d’autre de xg, on s’intéresse aux
limites & droite et & gauche pour étudier la limite de f en xg. Plus précisement, on a le résultat suivant
trés important en pratique :

( N
Proposition 9. Soient g € R, f: I - Ret £ € RU{£o0}.

e Si f admet une limite [ (finie ou infinie) en g, alors ............................
e Pour la réciproque, on doit étudier deux cas selon que f est définie ou non en xg :
x* Cas1:sixg¢1:

Sioco alors f admet une limite en zg et ...................

x Cas 2 :sixgel:
3 alors f admet une limite en zg et : .............

Remarques. e Cette proposition est en fait intuitive : une fonction f tend vers ¢ en zq si et
seulement si elle tend vers £ lorsque 'on se rapproche de part et d’autre de xg.

e Cette proposition est aussi utilisée pour montrer qu'une fonction n’a pas de limite en un point
xg : il suffit de montrer que les limites & gauche et & droite en xg ne sont pas les mémes ou qu’elles
ne sont pas égales a f(xg) lorsque la fonction f est définie en x.

Exercice 10. 1. La fonction x — a-t-elle une limite en 17

1
2. La fonction £ — —— a-t-elle une limite en 27
(x—2)?

3. La fonction partie entiére a-t-elle une limite en 2 7

4. Soit @ € R et f une fonction définie sur R par f(z) = { ? : z f 8 . A quelle condition sur « cette fonction
admet-elle une limite en 07
. e’ —1 si <0 . o
) . . _ ¢ ?
5. On définit h sur R* par : h(z) { m(1+z) si 250" La fonction h a-t-elle une limite en 07
cos T si x<0
6. On définit g sur R par : g(z) =< 0 si =0 . La fonction g a-t-elle une limite en 07

1—sinz si x>0

BCPST1-Lycée Chaptal Page 5 2023/2024



II Opérations sur les limites

II. 1 Opérations algébriques sur les limites

Dans toute cette sous-partie, oy désigne un réel ou +0o0 ou —oo. Pour calculer lim f(z), on peut
Tr—T0

utiliser les propriétés sur les sommes, produits, et quotients de limites.

On rappelle les formes indéterminées pour lesquelles on ne peut pas conclure :

II. 2 Composition de limites

( N
Proposition 11. Soient I et J deux intervallesde R, f: I — R et g : J — R. Soient x
un élément de I ou une borne (finie ou infinie) de I, yo un élément de J ou une borne
(finie ou infinie) de J et £ € RU {—o00,+00}. Alors

lim f(z) = wo
T—T0
= lim go f(z)=....
lm g(y) = ¢ G
Yy—Yo
L Y,

Exercice 12. Calculs de limites :
1. lim e ®*+nz+z2-1

Tr—+4o00

2. lim 72 —Inz + 4e”
z—0t

3. lim z—+vVa2+3z—-1
xTr—r—00

4. lim In|zle™ — 2z
€Tr—r—00

5. lim e_lx_%+4

T—+4o00
6. lim 2 41
z—o0t+ Inz =«
—x
7. lim
z—+oo xlnx
8. lim —~

z—+o0 4 — e~ 7"

o Lo /I 1L,
z—0t+ T X X

. 1
10. lim xe=
r— 400

11. lim cos (l)
Tr—+4o00 xT

12. lim z+ ¥1+ a3
T — —00

2
ez +x _em

13. lim ——
z=17 cos (gm)
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SR Tl
z——oc0 eT + 1

15. lim ———
T—+400 1 +ex

Toujours commencer par essayer de calculer une limite en utilisant les propriétés sur les sommes,
produits, quotients et composées de limites usuelles.

II. 8 Composition de limites avec les suites

Lien entre suite et fonction

La proposition suivante correspond & une composition de limites lorsque I’on compose une fonction et
une suite.

( N
Théoréme 13. Soient une fonction f définie sur Dy, a € Dy, et b € RU {+o0}.

lim f(z) =b <—
Tr—a

N )
Exemples. e Sila suite (un)nen converge vers £ € R, alors la suite (|un|), oy converge vers .. .... ,
la suite (ui)neN converge vers . . .. .. Et si la suite (up)nen est & termes positifs, la suite (w /un)nGN

converge vers ......

e Sila suite (uy)nen diverge vers +oo, alors les suites (ui)neN et (‘/un)

Application : montrer qu'une fonction n’a pas de limite en un point

Le théoréme précédent permet en particulier de montrer qu’une fonction n’a pas de limite en un point.
On a en effet le corollaire suivant qui n’est en fait que la contraposée du théoréme précédent.

- N
Proposition 14. Soient (up)nen €t (vpn)nen deux suites d’éléments de I qui convergent
toutes les deux vers xg. On suppose :

e Soit que les deux suites (f(un)),en €t (f(vn)),en ont des limites différentes (finies
ou infinies).

e Soit qu’au moins une des deux suites (f(un)),en €t (f(vn)),en 1'a pas de limite.

Alors f n’a pas de limite en xg.
. J

Méthode pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite en xg :
Trouver deux suites (un)nen et (vn)nen telles que :

e clles tendent toutes les deux vers xg

o (f(un))nen et (f(vn))nen n'ont pas le méme comportement asymptotique.
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Exemple 2. La fonction x — cosx n’a pas de limite en 400 :

Exercice 15. Montrer que la fonction x — sinz n’a pas de limite en +oo.
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III Limites et inégalités

Dans la suite, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point et x¢ un élément de I ou
une borne (finie ou infinie) de I. Ainsi, soit xg € R, soit xg = +00.

III. 1 Théoreme des gendarmes pour obtenir une limite finie

Théoréme 16. Soient f, g et h trois fonctions définies sur I et £ € R.
Ve eI, f(z) < g(z) < h(z)

gy 1) = Jig hlw) = £

Penser au théoréme des gendarmes pour les calculs de limites comportant :
e Les fonctions cosinus et sinus : cos (X), sin (X) avec X qui tend vers £oo.

e La fonction partie entiére.

Exercice 17. Calculer les limites suivantes :
1. lim m
T—+4oo X
sin x

2. lim
r—+4o0 X

3. lim xsin (l)
x—0 xT

. cos T
4. lim

x—-+o0 \/5 ’

III. 2 Théoremes de comparaison pour obtenir une limite infinie

Théoréme 18. Soient f et g deux fonctions définies sur I.

Ve el, f(x) < g(x)

lim f(z) =400

T—T0

Ve el, f(x) < g(x)

lim g(z) = —o0
T—T0
N )

Exercice 19. Calculer les limites de la fonction partie entiére en +oo. Calculer 111}_1 re“tT,
xr—r [e @)

III. 3 Passage a la limite dans une inégalité quand on sait que les limites existent
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p
Théoréme 20. Soient f et g deux fonctions définies sur I et (¢,¢') € R2.

Ve el, f(x) < g(x)

Ve el, f(x) < g(x)

&

Jim f(z)=1¢ e e
li -7
| wgg;)g(i)

A flz)=¢ o e
3 —_ !
25, 9 =1

AQuand on passe a la limite dans une inégalité, les inégalités ....................

AOH ne peut passer a la limite dans une inégalité que lorsque 1’on sait que les limites existent.

III. 4 Limaite et signe local

Proposition 21. Soient zy € RU {£o0} et £ € R finie.
Si lim f(z)=/{et >0 alors:
T—T0

Remarque. Précisons la notion de 'existence d’un voisinage de xg :

e Sixg € R, un voisinage est de la forme ......... .. .. .. .
e Si xyp = 400, un voisinage est de la forme ............... ... ...l

e Si zg = —o00, un voisinage est de la forme ............. ... ...

III. 5 Limite d’une fonction monotone

On a un résultat analogue a celui des suites monotones (mais qui sert beaucoup moins en pratique).
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( N
Théoréme 22. Soit f une fonction définie sur I =la,b] avec a < b et éventuellement
a=—o0 et b= +00.

Plus précisement, si, par exemple, f est croissante sur I, on a :

e x Si f est majorée sur I alors la limite de f en b est finie et elle est égale a
sup f ().
zel
* Si f n’est pas majorée sur I, alors .......... ... .

e * Si f est minorée sur I alors la limite de f en a est finie et elle est égale a

inf f(x).

xel
* Si f n’est pas minorée sur I, alors ............ .. i

On peut énoncer un résultat analogue avec f décroissante sur I.
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IV Fonctions équivalentes

La notion d’équivalence définit de maniére rigoureuse la notion « deux fonctions f et g se comportent
de la méme fagon au voisinage d’un point ».
Définition et caractérisation

( N
Définition 23. Soient f et g deux fonctions définies sur I\ {zo} et ne s’annulant pas
au voisinage de xg.

e On dit que f est équivalente & g au voisinage de xg si

e Onnotedansce cas ..........ouiiiiiniiinni.. 1011

. J

AH est nécessaire de préciser sous le signe ~ en quel point on se place.

A f ~ 0 n’a pas de sens! Donc une fonction équivalente a 0 sera toujours un résultat FAUX.
o

Exercice 24. Donner et démontrer I’équivalent des fonctions suivantes :
1. z— 2z +Inz en 400

z+— e —1en 400

xz— x4z en +00

z—x? —e® +4lnz en 400

z—z+Ilnxen0

z—xz+22en0

o o W

x> x> —e®en

Exemples importants : équivalents usuels

Proposition 25. Equivalents usuels en 0 :
e sinx ~
0
e cosr— 1~
0
e tanx ~
0

° ]n(l—l—m)fa

o (1+x)*—1 ¥ pour tout « € R*.

. J

Remarque. Pour calculer un équivalent qui n’est pas en 0, on fait un changement de variable.
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Démonstration. O

Exercice 26. Calculer les limites suivantes :

sin (LZZ)
L =2
9 sin (’T—;)

4. lim — .
z—0 sinx

Lien avec les limites

Un des intéréts des équivalents est d’obtenir des limites lorsqu’il y a des formes indéterminées.

( 7
Proposition 27. Si f et g sont deux fonctions équivalentes en xg, alors elles ont le méme

comportement en xq, & savoir :
o ftendversl ERenxg & ..o
e f tend vers oo en g <

e f n’a pas de limite en zp <

{ Proposition 28. Soit /€ R, £ #0. On a: lim f(z) =/ siet seulement si f~...... }

T—T0 xo

AF&UX si £ = 0 ou si la limite est d-oc0.
Propriétés des équivalents
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Proposition 29. Soient f, g, h et k des fonctions définies sur I.

e Produit :si f~geth~kalors ... ...
o o

e Quotient : si h et k ne s’annulent pas sur un voisinage de zg et si f ~get h ~ k
T T

e Puissances :

* Soit m € N.Si f~galors ..o

o

* Soit o € R. Si f et g sont strictement positives sur un voisinage de xg et si
F g alors oo
)

. J

AOH n’additionne JAMAIS des équivalents :

AOH ne compose JAMAIS des équivalents :

En pratique, si 'on veut composer par une fonction, il faut vérifier que cela marche en revenant a la
définition avec les limites.

Proposition 30. Substitution : Soit tg € RU{4o00}. Soient f, g deux fonctions définies
sur I et soit v une fonction définie sur un voisinage de tg et telle que tlir? u(t) = xo. Alors
—to

f~g — fou~gou
o to

AH ne faut pas confondre les composés d’équivalents qui sont & proscrire et la substitution qui, elle,
est autorisée.

Exercice 31. Déterminer un équivalent simple puis calculer la limite des expressions suivantes :

1. 22— 2z —zlnz en +00
22 —avr—zlnzx
2. ——F———— en +o0
Inz+e*—x

3. (l—l— l) en 400
T

4. x(e% — 1) en +o0o

tan® (z)
1 —cosx
3 -1
6. % en 0

02
, sin (z° + 3z) en 0
x

e’ —e

n 0

e 1
sin (z — 1) o
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T T
9. (5 - x) tan (z) en 3
10. In(1+sinz) en 0
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V Lever une indétermination

FI avec des polynémes ou des quotients de polynoémes

+
e FI de type (+00) + (—o0) ou :I:ﬁ : théoréme du monéme de plus haut degré.
00

0
e FI de type 0 quand x tend vers a : factorisation du numérateur et du dénominateur par X — a.

Exercice 32. Calculer les limites suivantes :

1. lim 3z° — 222
Tr—+4o00

3 — 222+ 5
m —
z—+oo Tx*+3z+6
. 222 +4x—6
R
2 p—
4 g S TT—2
z—>-2224+52+6

FI avec des racines carrées

+oo
e Mettre en facteur le terme prépondérant : surtout pour les FI de type T o (400) + (—00).
00

0
e Utilisation de la quantité conjuguée : surtout pour les FI de type g °u (400) + (—00).

e Utilisation de I’équivalent usuel de la racine carrée : /1 +x — 1

|8

~
0

Exercice 33. Calculer les limites suivantes :

. V2 —4z+3
1. hm - 3%
we (3m+ 715)
o i VE 2

im
z—4 22 — 16
3. lim Va2+z+1-2z

r—+4o0

4. lim Vzi4+z+1—-=x

T — 400

5. lim vz +1-—+/x.

Tr— 400

FI avec des exponentielles, puissances, logarithmes népériens

( 7
Théoréme 34. Théoréme des croissances comparées. Pour tous réels a > 0 et b > 0, on
a:

b
(Inz) b

e lim = et lim z%(lnz)’=.........
e S z—0t

. J

Remarque. On retient (mais on n’écrit JAMAIS!) que les puissances 'emportent sur le logarithme,
et que I'exponentielle ’emporte sur les puissances.
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e Utilisation des croissances comparées quitte & mettre en facteur le terme prépondérant.

e Utilisation des équivalents usuels du logarithme et de ’exponentielle.

Exercice 35. Calculer les limites suivantes :

4
1. lim In(1+427)

z—0 2
2. lim zln(z®4+2z—-1)—zlnz
r—+4o00
3. lim zlnz—zln(z—a)
T — 400
ac2+ac _
4. lim & !
z—0 xX
5. lim

1
20" ez Tl

5 —4z
6. lim (1 + 7)
r—+4o0 X
e® + 2
7. I _
xjrfoo z++/xlnz

8 lim e® — 3% 4 210
r— 400

FI avec les fonctions cosinus, sinus

e Théoréme des gendarmes avec cos X, sin X quand X — =+o0.

e Utilisation des équivalents usuels lorsque X tend vers un réel fini.

Exercice 36. Calculer les limites suivantes :
tanx

1. lim
x—0 X

2. lim L0057
z—0 31‘3
lim sin x
z—0 xln (1 + l‘)
4. lim +/zcos(Inx)
z—0+
cos (mz)
’ ! 202+ — 1

T

lim — avec a > 0.
250 sin (2z) v

Autres FI

Proposition 37. Taux d’accroissement.
Soient xg € I et f une fonction définie sur I. Si f est dérivable en zq alors :

L f@) = o) _
T—T0 r — X

e Mise en facteur du terme prépondérant.
e Reconnaltre un taux d’accroissement.

e Utilisation d’équivalents.
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e Utilisation de DL (plus tard).

Exercice 38. Calculer les limites suivantes :

Lt 50)
9 fim 1 —v/2cos (z)

eI 11— V2sin (z)
cos (azx) — cosa
m o \4) T POR A

z—1 ear — e@
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VI Etude des branches infinies d’une fonction numérique

Définition 39. Soit une fonction f définie sur Dy :

e si f est définie au voisinage de +oo (ou de —o0), on dit alors que f admet une
branche infinie au voisinage de +o00 (ou de —00).

e si f est définie au voisinage d’un réel xy pour lequel elle admet une limite a droite,
ou une limite a gauche (ou les deux) infinie(s), on dit alors que f admet une branche
infinie en x.

Le plan est muni d’un repére orthogonal et Cy désigne la courbe représentative de la fonction f. On
considére une fonction admettant une branche infinie en 2y € RU {—o00, +00} et on cherche a décrire
cette branche infinie.

VI. 1 Comportement en un point fini

Définition 40. Soit f une fonction définie au voisinage de zo € R.
Si f admet une limite infinie a droite ou & gauche en x, alors :

Exercice 41. Etude des branches infinies de la fonction f :  — ex.

VI. 2 Comportement en l’infini

Asymptote horizontale

Définition 42. Soient b € R et f une fonction définie au voisinage de +o0o (resp —00).
Si lim f(x) =0 (resp lim f(x)=10), alors :
T—r—00

T—+400

Remarque. Connaitre une asymptote a une courbe permet un meilleur tracé de cette derniére. Si,
par exemple, la droite D d’équation y = b est asymptote a Cy en +00, on commence par tracer cette
droite avant de tracer la courbe. On étudie aussi la position relative de la courbe Cy et de ’asymptote
D.

sinx ) .
. On étudiera

. - NP . . _z T
Exercice 43. Etude des branches infinies des fonctions définies par : f : z — —e™ 2 + 3 et g:x—

aussi la position relative des courbes par rapport a leurs asymptotes.

Asymptote oblique
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Définition 44. Soient (a,b) € R? et f une fonction définie au voisinage de +oo (resp
—00).
Si Ein [f(x) — (ax 4+ b)] = 0 (resp Erzl [f(z) — (ax 4+ b)] = 0), alors :

G J

—x

Exercice 45. Montrer que la fonction définie par f(x) = ze : + z + 2 admet une asymptote oblique en 400 et en —oo,
et étudier la position relative du graphe par rapport a ’asymptote.

Méthode de recherche de branches infinies

On calcule lim f.
+o0

1. Si ljim f =1¢ € R : Asymptote horizontale d’équation y = £.
oo

2. Silim f = o0 : on calcule lim M
+oo r—Foo I
(a) Si lirin @ = 0 : Branche parabolique de direction asymptotique I’axe des abscisses (ez :
T—rL 00 T
z—Inx).
(b) Si lirin @ = 400 : Branche parabolique de direction asymptotique I’axe des ordonnées
T—r00 T
(ex : x — e%).
C o fl) , :
(c) Si xBrjI:loo — =a # 0 : on calcule Q:EI:EOO f(x) — ax.

i. Si lirj{l f(z) —ax = b : Asymptote oblique d’équation y = ax + b.
T—r-00
ii. Si lirjI[l f(x) — axr = oo : Branche parabolique de direction asymptotique la droite
r—r00
Yy = azx.

iii. Si la limite n’existe pas : Branche infinie de direction asymptotique la droite y = ax.

Exercice 46. Etudier les branches infinies des fonctions suivantes ainsi que leur position relative par rapport a la courbe
représentative des fonctions :

1. f(x):efi
2. f(z)=z+Inzx
3. f(z) =2z +sinz
2
x
4. =
T =179
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