TD - 19 : Continuité

I Etude de la continuité de fonctions numériques

Exercice 1. Etudier la continuité des deux fonctions suivantes :

1
r—1

f:x»—>(a:2—1)sin< > et g:x—cos(ln|z|)In(l+z).

Exercice 2. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

e sizx>0 In(1-—4z) . 522 4 4x
1. f(x):{ . o0 S1 T < Tz siz <0
0 sinon .
2. 9(z)=4¢ 1 sizx=0 3. h(z)=<{ 1 six=0
et —1 . 1
- stz >0 xsin() siz >0
T

Exercice 3. Etudier la continuité des fonctions suivantes :

;2
s siz>0 Sl;lx six#0
fz) = et gla)=4{ ¢ —1

x? sixzx <0 9

siz=0
Exercice 4. On considére la fonction A définie par

h(z) = V1—22 si lz] <1 et h(z) = ax® + bx +c silz| > 1.
Déterminer les réels a, b et ¢ pour lesquels h est continue sur R.

Exercice 5. Soient f et g deux fonctions continues sur R.

f@) +9(@) + |f(=) — g(=)|
2

1. Montrer que : Vz € R, max (f(x),g(z)) =

2. En déduire que la fonction max (f, g) est continue sur R.

II Existence d’un éventuel prolongement par continuité

Exercice 6. Etudier la continuité des fonctions suivantes. Les fonctions suivantes admettent-elles un prolonge-
ment par continuité aux bornes finies de leur domaine de définition ?

1. f(z) = cos CU) 8. flx) = M

|z
WERCITES 0. 10 =e (Z2)
i. f(x)ilggl\l/f—l)—ln(fﬁ—l) 10. f(z) = 22 cos (1>
f@) =5 622 4 5z — 4
5. f@)= 2 o w="

l—x 1-—22

T o gy AL
' @ 13. f(z) =" ’
7. f(x) =

Vi+zr—1
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Exercice 7. Pour tout = > 0, on pose f(x) = (e” + 2x)=. Etudier un éventuel prolongement par continuité de f.

n

z _1°
L’application f admet-elle un prolongement par continuité aux bornes de son domaine de définition ?

Exercice 8. Soit n € N*. Etudier la continuité de f, : « —

2

er —e
PO Quel est son ensemble de
r2n _

définition ? La fonction f,, admet-elle un prolongement par continuité définie sur R?

Exercice 9. Soit n un entier naturel non nul. On définit f, par f,(z) =

1
Exercice 10. Montrer que pour a > —1, la fonction f, définie par f,(z) = |z|*sin z sin (> admet un prolon-
x

gement par continuité sur R.

III  Applications des théorémes sur la continuité

Exercice 11. Soit '’équation 2> — 3z + 1 = 0. Montrer qu’elle a trois racines dans R.

Exercice 12. Etudier la fonction f :  — 2® —x + 1. Montrer que I’équation f (z) = 0 admet une unique solution
réelle a €] — 2, —1[. Déterminer un encadrement de o & 1072 prés.

Exercice 13. Suites implicites, le retour!
Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, définie par : Vo € R, f,(z) = 23 4+ 3z —n.

1. Soit n € N*. Montrer que 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur R. On note w,, cette solution.
2. Montrer que : 0 < u, < ns pour tout n € N*.
3. Montrer que la suite est croissante.

3

U

4. Montrer que pour tout n € N* on a : (n> =1 —3-". En déduire que : u, o n3 ainsi que la limite de
n 00

1
n3
la suite.

Exercice 14. Soient f:[0,1] = Ret g : [0,1] — R deux fonctions continues telles que f(0) = g(1) et f(1) = g(0).
Démontrer que 'équation f(z) = g(z) posséde au moins une solution dans [0, 1].
Exercice 15. Etude des points fixes d’une fonction.

1. Montrer que si f : [0,1] — [0, 1] est une fonction continue sur [0, 1] alors f admet un point fixe dans [0, 1].

2. Montrer que si f est continue et décroissante sur [0,1] a valeurs dans [0, 1], f admet un unique point fixe
dans [0, 1].

Exercice 16. Soit f: R — R une fonction continue.
Montrer que si f posséde des limites finies en —oco et en 400 alors elle est bornée.

Exercice 17. Soient f : [0,1] — [0,1] et g : [0,1] — [0, 1] deux fonctions continues sur [0, 1] et telles que
fog=go f. Le but est de montrer qu'il existe zg € [0, 1] tel que f(xo) = g(z0). On va raisonner par I’absurde en
supposant que

~

Ve e [0,1], f(z)# g(x).
Montrer que I'on peut se ramener au cas ou : Vo € [0,1], f(z) > ( ).
Démontrer qu’il existe m > 0 tel que : Vo € [0,1], f(z) > g(z) +
Montrer que pour tout n € N et pour tout = € [0, 1] : f"(x) € [0, 1] et g"(x) € [0, 1].
Montrer que : Vn € N*, Vz € [0,1], f"(z) > ¢"(z) + nm.

Conclure.

ARl S
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* sixz >0
. . . . x? 41
Exercice 18. Soit la fonction f définie par f(x) = )
237 sizx <0
22 —

Montrer que f est une bijection de Dy sur f(Dy), ensembles a préciser. Quelles sont les propriétés de fte
Expliciter f~1.

1 1
Exercice 19. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On pose, Vz €la,b], f(x) = + i
r—a x-—
1. Démontrer que f réalise une bijection de |a,b| sur un intervalle J que 'on précisera. Que peut-on dire de
I'application f=1?
2. Déterminer f~! dans le cas a = —1 et b = 1. Représenter graphiquement f et f~1.

Exercice 20. On note f la fonction définie par f(x) = e(+3) (@),

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f la fonction ainsi prolongée.
2. Etudier la fonction.

3. On définit alors la suite (u,)nen par : ug > 0 et Vn € N, up4q1 = f(uy). Déterminer les limites éventuelles
de la suite (up)nen-
T

et —1°

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f la fonction ainsi prolongée.

Exercice 21. On note f la fonction définie par f(x) =

2. On définit alors la suite (u,)nen par : ug = 0 et Vn € N, up4q1 = f(uy). Déterminer les limites éventuelles
de la suite (up)nen-

IV  Résolution d’équations fonctionnelles

Exercice 22. Soit g : R — R une fonction continue en 0. On suppose que Vx € R, g(x) =g (g) .

1. Montrer que : Vz € R, Vn € N, g(x) =g <2£n> )
2. En déduire que g est constante sur R.

Exercice 23. Le but est de déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que

V(z,y) €R?,  flz+y) = f(x)+ f(y).

On considére une telle fonction et on pose a = f(1).
1. Calculer f(0).
2. Montrer que la fonction f est impaire.

3. Soit x € R. Montrer que : Vn € Z,  f(nz) = nf(z). On pourra commencer a le montrer pour n € N.

4. Montrer que : ¥Y(p,q) € Z x N*, f (p) _P.
q q

5. En déduire que : Vo € R,  f(z) = za (on pourra utiliser en 'admettant le fait que tout réel est limite d’une
suite de rationnels).

6. Conclure.
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