Correction TD - 19 : continuité

I Etude de la continuité de fonctions numériques

Correction 1.

. 1
1. Etudier la continuité de la fonction suivante : f : z — (22 — 1)sin ( 1)
x —_—

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si x — 1 # 0. Ainsi Dy = R\ {1}.
e Régularité : La fonction f est continue sur Dy = R\ {1} comme somme, quotient, composée et produit
de fonctions continues.
2. Etudier la continuité de la fonction suivante : g : 2 + cos (In|z|) In (1 + )

e Domaine de définition : la fonction g est bien définie si 1 +2 > 0 et [z] > 0 & = # 0. Ainsi Dy =
] —1,0[U]0, +o0].

e Régularité : La fonction g est continue sur Dy =] — 1,0[U]0, +-00[ comme somme, composées et produit
de fonctions continues.

Correction 2.
e siz>0

1. Etude de la continuité de la fonction f définie par f(z) =
0 sinon

e Domaine de définition : Dy = RY.

e Continuité sur R™ : la fonction f est continue sur R™ comme composée de fonctions continues.

e Continuité en 0 : lim f(z) = lime ™ =1 et f(0) = 0. Ainsi lim f(x) # f(0) et donc la fonction f n’est

z—0 z—0 z—0
pas continue en 0.

Conclusion : La fonction f est continue sur R™ mais elle n’est pas continue en 0.

In(1—4
n{d—dz) &0
2z
2. Etude de la continuité de la fonction g définie par g(z) =< 1 siz=0
x
-1
¢ siz >0
x

e Domaine de définition : si z < 0, on a bien toujours 1 —4x > 0 et 2x # 0. De méme, si x > 0, on a bien
toujours = # 0. Ainsi D, = R.

e Continuité sur R* : La fonction g est continue sur RT™ comme somme et quotient de fonctions continues
et sur R™* comme somme, composée et quotient de fonctions continues. Ainsi elle est continue sur R*.

e Continuité en O :

In(1—4z
* Par substitution, on a : In (1 — 4x) ~ —4zx et par quotient d’équivalents : (2) ~ —2. Ainsi
x
lim g(z) = —2. Comme ¢g(0) = 1 # —2, la fonction g n’est pas continue & gauche en 0 et ainsi elle

n’est pas continue en 0.
x

e
* D’aprés les équivalents usuels et par quotient d’équivalents, on a : ¥ 1 et ainsi lim g(x) =

z—07t
1 = ¢g(0). Donc la fonction g est continue & droite en 0.
Conclusion : La fonction g est continue sur R* et a droite en 0 mais elle n’est pas continue en 0.
5% + 4x

sixzx <O
1+

3. Etude de la continuité de la fonction h définie par h(z) = { 1 siz=0

1
x sin (> sixz>0
. T

BCPST1-Lycée Chaptal Page 1 2023/2024




e Domaine de définition : Pour tout > 0, on a bien que x # 0. Par contre, sur R™*, la fonction h est
bien définie si 1 + x # 0. Ainsi D, = R\ {—1}.

e Continuité sur R\ {—1,0} : La fonction h est continue sur R™* \ {—1} comme quotient de fonctions
polynomiales et elle est continue sur R™ comme quotient, composée et produit de fonctions continues.
Ainsi la fonction h est continue sur R\ {—1,0}.

e Continuité en 0 :

x lim h(z) = 0 par propriétés sur les sommes et quotient de limites. Comme f(0) = 1 # 0, la
z—0~
fonction h n’est pas continue & gauche en 0 et donc elle n’est pas continue en 0.

1 1
*Pourtoutx>0,ona:—1§sin<)glﬁ—xgsin — | <zxcarx >0.Deplus lim —x =

T T z—0F
lim = = 0 et ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes : lim A(zx) = 0. Comme h(0) =1 # 0, la
z—0t z—0t+

fonction h n’est pas non plus continue a droite en 0.

Conclusion : La fonction A est continue sur Dy, \ {0} mais elle n’est pas continue en 0.

Correction 3.
1. Etude de la fonction f :
e La fonction f est bien définie sur R : Dy = R.
e Etude de la continuité de f :
* La fonction f est continue sur ]0, +o00[ comme quotient et composée de fonctions continues.

* La fonction f est continue sur | — oo, 0] comme fonction polynomiale. En particulier elle est donc
continue & gauche en 0 et on a : f(0) = lim f(x)=0.
z—0~

x Etude de la continuité en 0 : la fonction f est définie par un raccord en 0, on doit donc étudier la
continuité en ce point en repassant par la définition, & savoir par un calcul de limite. On a déja que :
f(0) = lim f(z) = 0. Etude de la limite & droite en 0 : lim f(z) = lim e~= = 0 par propriétés
z—0~ z—07+ z—07F
sur les quotient et composée de limites. Ainsi on a : xlirgl+ f(z) = f(0)= zli%l— f(z) donc la fonction
f est bien continue en 0.
La fonction f est ainsi continue sur R tout entier.
2. Etude de la fonction g :
e La fonction g est bien définie sur R : Dy = R. En effet pour x # 0, la fonction g est bien définie si et
seulement si : e — 1 40 22 #0 < 2 #0 ce qui est bien le cas.
e Etude de la continuité de g :
* La fonction g est continue sur | — 00,0 et sur |0, +00[ comme composée, somme et quotient de
fonctions continues.
x Etude de la continuité en 0 : la fonction g est définie par un raccord en 0, on doit donc étudier
la continuité en ce point en repassant par la définition, & savoir par un calcul de limite. On a par

.92
sin
définition que : g(0) = 2. De plus, pour tout x # 0, on a: g(z) = 112 (xl) . Avec les équivalents usuels
er? _

en 0, on a : sin () T puis par produit d’équivalents : sin? (z) ¥ z2. De plus par substitution :

e’ — 1 ~ 22, Ainsi par quotient d’équivalents : g(z) ¥ 1. Ainsi lin% f(z) = 1. Comme 1 # ¢(0), la
T—r

fonction g n’est pas continue en 0.

La fonction g est ainsi continue sur | — oo, 0[ et sur |0, +oo[ et n’est pas continue en 0.

V1— 22 si —1l<z<l,

Ainsi la f i
az’ +br+c siz<—1ouzx> 1. insi la fonction h

Correction 4. La fonction h est définie par : h(z) =

est définie sur R tout entier. De plus, elle est continue sur | —1, 1| comme somme et composée de fonctions continues
et elle est continue sur | — oo, —1] U [1, +00] comme fonction polynomiale. Comme cette fonction est définie par
deux raccords, on doit étudier la continuité en -1 et en 1 en repassant par la définition, & savoir avec les limites.
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e Etude en -1 : La fonction h est continue & gauche en —1 avec f(—1) =a—b+c = lim f(z). De plus :

z——1"
lim+ h(zx) = lim+ V1 — 22 = 0 par propriété sur les somme et composée de limites. Ainsi, pour que h soit
z——1 rz——1
continue en -1, on doit avoir : a — b+ ¢ = 0.
e Etude en 1 : La fonction h est continue a droite en 1 avec f(1) = a +b+c = Iim+ f(z). De plus :
z—1

lim A(z) = lim v/1— 22 = 0 par propriété sur les somme et composée de limites. Ainsi, pour que h soit
Tz—1~ r—1—
continue en 1, on doit avoir : a + b+ ¢ = 0.
a—b+c = 0
Ainsi, on doit prendre a, b et ¢ tels que : La résolution de ce systéme linéaire donne :
a+b+c = 0.

{a—b+c =0 {a—l—b—i—c =0

& Ainsi, si on prend par exemple : b = 0, a = 1 et ¢ = —1, ces trois
a+b+c = 0. 2b = 0.

réels permettent que la fonction h soit bien continue en -1 et en 1. Et ainsi elle sera bien continue sur R tout entier.
Correction 5.

1. Soit = € R fixé. On distingue deux cas :
e Cas1:si f(z) > g(x) :

On a alors d’un coté que : max (f(x), g(z)) = f(z). De autre coté, on a aussi :

ol
£(2) + 9(2) + 1) — (@) F@)+ gl
? )+ 9(@) + (@) - g(@)]

Donc dans ce cas, on a bien que : max (f(z), g(z)) = 5 = f(x).
e Cas1:si f(z) < g(x) :
On a alors d’un c¢oté que : max (f(z), g(z)) = g(x). De Pautre coté, on a aussi : |f(z) —g(x)| = —f(x) +

|
s(@) car £(&) - o(a) < 0. Bt ains, on a ; 1) T 9C)+ (@) —g@)] _ f) T () =) + gla) _

car f(x) — g(x) > 0. Et ainsi, on a :

—~—
~
ro |+
~ |
—
8
— s
|
e

2 2
g(z). Donc dans ce cas aussi, on a bien que : max (f(x),g(z)) = (@) +9(z) +2lf($) —9(@)| = g(x).
f(z) + g(z) +[f(z) — g(2)|

Ainsi dans tous les cas, on a bien que : max (f(z),g(z)) =

2

2. Comme la fonction valeur absolue est continue sur R tout entier et que par hypotheése les fonctions f et g
sont bien continues sur R, on a que la fonction max (f,g) est continue sur R comme composée, somme et
quotient de fonctions continues.

II Existence d’un éventuel prologement par continuité

Correction 6.

1
1. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = cos () :
T

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si x # 0. Ainsi Dy = R*.
e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur | — oo, 0] et sur |0, +oo] comme composée de fonctions continues.

x Etude de la limite en 0 : comme la fonction cosinus n’admet pas de limite en l'infini, la fonction f
n’admet pas de limite en 0. Ainsi f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

In (1
2. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = w :
e2x2 _
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 1 +x > 0 et e — 1 #0,4a

savoir si et seulement si : ¢ > —1 et z # 0. Ainsi Dy =] — 1,0[U]0, +00].
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e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur | —1,0[ et sur 0, +00[ comme composée, somme, produit et quotient
de fonctions continues.

x Etude d’un éventuel prolongement par continuité en 0 :

Par les équivalents usuels : In (1 + z) T e2e® 1 ¥ 222 par substitution et par produit et quotient
- . lo| . 1 : 1 -
d’équivalents : fa(x) Y 5p Ainsi xli%l+ flx) = 3 et xlgg_ f(z) = —3 Les deux limites ne sont

pas égales et ainsi il n’existe pas de limite en 0. Donc la fonction f n’est pas prolongeable par
continuité en 0. Par contre elle est prolongeable par continuité a droite en 0 en posant : f(z) =

rln(l1+x )
€ Et elle est aussi prolongeable par continuité a gauche en 0 en posant :
1
= six = 0.
2 In(1
—xln x
e —1
flz) = )
—= six=0.
) 2
* Etude d’un éventuel prolongement par continuité en —1 : on a : lim1 fa(x) = —o0 par propriété sur
T——

les composée, somme, produit et quotient de limites. Ainsi f n’est pas prolongeable par continuité
en —1 et Cy admet une asymptote verticale d’équation x = —1.

3. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) =In(\/z —1)—
In(zx—1):
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si z >0, /r—1>0et x—1 > 0,
a savoir x > 1. Ainsi Dy =]1, +o0].
e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur Dy comme composée et somme de fonctions continues.

. -1 1
* Etude d’un éventuel prolongement par continuité en 1:ona: f(z) =In Ve =In .
x—1 Ve +1

Ainsi linﬁ f(x) = —In2 par propriétés sur les somme, quotient et composée de limites. Ainsi la
Tr—r
fonction f est bien prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = —In2.

On obtient une fonction que l'on continue de noter f et qui est alors définie sur [1,4o00[ par f(z) =

{ In(yz—1)—In(x—1) siz>1

Cette fonction est alors bien continue sur [1,4o00| car elle est

—In(2) six=1.
continue sur |1, +oo[ comme composée et somme de fonctions continues et elle est continue en 1 par
prolongement.
zlnx
4. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = 7 1 ¢
x J—

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 2 > 0 et 22 — 1 # 0. Ainsi, on
obtient : Dy =0, 1[U]1, +o0.
e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur |0, 1{U]1, +00[ comme somme, produit et quotient de fonctions conti-
nues

x Etude d’un éventuel prolongement par continuité en 0 : par croissance comparée : lin% zlnzx = 0.
T—
Et ainsi par somme et quotient de limites, on obtient que : liII(l) f(z) = 0. Ainsi la fonction f est
T—

prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. On obtient alors une nouvelle fonction que

zlnz .
3 siz >0, z#1
l'on continue de noter f qui est définie sur [0,1[U]1, 00| par f(zx) =< *°—
0 siz = 0.

x Etude d’un éventuel prolongement par continuité en 1 : on pose X = = — 1 et on obtient que
14X In(l1+X) In(1+ X)
=F(X)=
J@)=FX) =55 > —% X

. Par les équivalents usuels en 0, on a : ¥ 1. Et ainsi
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1
par propriétés sur les sommes, quotient et produit de limites, on obtient que : lim1 f(z) = 5 Ainsi
s

1
la fonction f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = 3
On obtient alors une nouvelle fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur [0,4o00| par
( zlnz | S0, z£1
si x x
x?—1 '
flx) = 0 siz =0 Cette fonction est alors bien continue sur [0, +oo| car elle est
1 i 1
= siz=1.
2

continue sur |0, +00[\{1} comme composée et somme de fonctions continues et elle est continue en 0 et

en 1 par prolongement.
1

1—=x

5. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) =
2 .
1—22°
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 1 — z # 0 et 1 — z2 # 0. Ainsi
Dy =R\ {-1,1}.
e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur Dy = R\ {—1, 1} comme sommes et quotients de fonctions continues.

* Etude de la limite en -1 : On peut tout de suite remarquer que f(z) = en mettant tout sur le

-1
1+
méme d/’enominateur et en utilisant le fait que 1 — 22 = (1 — 2)(1 4 z). Ainsi par propriété sur les
somme et quotient de limites, on obtient que lim f(z) = +o0 et lim+ f(xz) = —oo. Ainsi f n’est

T——1" r——1

pas prolongeable par continuité en -1 et la courbe Cy admet une asymptote verticale d’équation
z=-—1.

* Etude de la limite en 1 : Comme f(z) =

1
Tz " obtienthue : il_)lnl flx) = —3 Ainsi la fonction

f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = —3

On obtient alors une nouvelle fonction que 'on continue de noter f qui est définie sur R\ {—1} par f(z) =
1 2 :
1_:1:—1_71'2 Slﬂf;é].,f[??é_].

1
9 S1 X

Cette fonction est alors bien continue sur R\{—1} car elle est continue

sur R\ {—1, 1} comme sommes et quotients de fonctions continues et elle est continue en 1 par prolongement.
2
x4 —2x—3

vi+x

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 14+ > 0. Ainsi Dy =] — 1, 4-o00[.

6. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) =

e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur Dy =] — 1, +-00[ comme sommes, composée et quotient de fonctions
continues.

x Etude de la limite en -1 : On peut tout de suite remarquer en factorisant le numérateur et en
simplifiant avec le dénominateur que f(x) = /1 + x X (x — 3). Ainsi par propriété sur les sommes
et produit de limites, on obtient que : lim1 f(z) = 0. Ainsi la fonction f est prolongeable par

T——
continuité en -1 en posant f(—1) = 0.

On obtient alors une nouvelle fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur [—1,+o0] par

2 —2x—-3 .
—— siz > -1,
fz) = Vit Cette fonction est alors bien continue sur [—1, +00[ car elle est continue
0 siz=—1
sur | — 1, 4+o00[ comme sommes, composée et quotient de fonctions continues et elle est continue en -1 par
prolongement.

sinx

\/1+$—1.
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e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si /1+2 —1#0et 1 +2 >0
Par un passage au carré, on obtient que v/1+ 2z =1 < 2 = 0. Ainsi Dy = [—1,0[U]0, +ool.
e Etude de la continuité :
* La fonction f est continue sur Dy = [—1,0[U]0,+00[ comme composée, somme et quotient de
fonctions continues.
x Etude de la limite en 0 : en utilisant les deux équivalents usuels et en les quotientant, on obtient
que : f (x)gg Ainsi f(x) ~ 2 et ilil’%) f(x) = 2. Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité

2
en 0 en posant f(0) = 2.

On obtient alors une nouvelle fonction que 'on continue de noter f qui est définie sur [—1, +oo[ par f(z) =
sin x

six # 0,
vitaz—1 Cette fonction est alors bien continue sur [—1,4o00| car elle est continue sur
2 siz=0
[—1,+00[\{0, } comme sommes, composée et quotient de fonctions continues et elle est continue en 0 par
prolongement.

1 —cos(v/x
8. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = H(ﬂ :
x
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 2 > 0 et « # 0. Ainsi Dy = R*™*.
e Etude de la continuité :
* La fonction f est continue sur R™ comme composée, somme et quotient de fonctions continues.
* Etude de la limite en 0 : par ’équivalent usuel du cosinus et par substitution, on a : 1 — cos (/) >
2
x 1 1
(V) . Ainsi par quotient f(z) ~ = car |x| = z car on est sur R™. Ainsi lim f(z) = =. Ainsi la
2 0 2 ) z—0 2
fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 3

On obtient alors une nouvelle fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur RT par f(z) =
1 — cos ()

]

six >0,
Cette fonction est alors bien continue sur RT car elle est continue sur R™
1
2 . . . .
comme composée, somme et quotient de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement.

siz=0

2
-1
9. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = zln <$ > :
x

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si z # 0 et -1 > 0. On fait
alors un tableau de signe. Ainsi Dy =] — 1,0[{U]1, +00].
e Etude de la continuité :
x La fonction f est continue sur | — 1,0[U]1, +00[ comme somme, quotient, composée et produit de

fonctions continues.
x Etude de la limite en -1 : par propriété sur les somme, quotient, composée et produit de limites, on
obtient que lim+ f(x) = +o0. Ainsi la fonction f n’est pas prolongeable par continuité en -1 et la
z——1
courbe Cy admet une asymptote verticale d’équation z = —1.

» Etude de la limite en 0 : on a : f(z) = xln|2? — 1| — xIn |z|. Par croissance comparée, on obtient
donc que : lim zln|z| = 0. Et ainsi par propriété sur les sommes, composée et produit de limites,

z—0~
on obtient que lim f(x) = 0. Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant
z—0~
£(0) = 0.
* Etude de la limite en 1 : par propriété sur les somme, quotient, composée et produit de limites, on
obtient que lim+ f(xz) = —oo. Ainsi la fonction f n’est pas prolongeable par continuité en 1 et la
z—1

courbe Cy admet une asymptote verticale d’équation x = 1.
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On obtient alors une nouvelle fonction que 'on continue de noter f qui est définie sur | — 1,0]U]1, +o0o[ par

2 -1

f(x) = :Eln( x ) si z €] —1,0[U]1, +ocf,

Cette fonction est alors bien continue sur |—1, 0]U]1, 400

0 siz=0
car elle est continue sur | — 1, 0[U]1, +00[ comme somme, quotient,composée et produit de fonctions continues
et elle est continue en 0 par prolongement.

1
10. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = 22 cos <> :
x

e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si x # 0. Ainsi Dy = R*.
e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur R* comme quotient, composée et produit de fonctions continues.

. 1
* Etude de la limite en 0 : On utilise le théoréme des gendarmes : On a : —1 < cos <> <1<

x
2 2 1 2 2 - 2 .9 T P
—x® < x“cos| — | < a® car ¥ > 0. De plus lim —z© = lim 2 = 0 et ainsi d’aprés le théoréme
T z—0 z—0
des gendarmes : lir% f(z) = 0. Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant
T—

£(0) =0,
On obtient alors une nouvelle fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur R par f(x) =
x? cos <> sixz #0,
z Cette fonction est alors bien continue sur R car elle est continue sur R* comme

0 siz=0
quotient, composée et produit de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement.

622 + 5z — 4
11. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = :132—1_7331 :
m [e—
1
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 22 —1 # 0. Ainsi Dy = R\ {2}

e Etude de la continuité :
1
* La fonction f est continue sur Dy =R\ {2} comme sommes et quotient de fonctions continues

) 1 20 —1)(3x + 4
* Etude de la limite en 5 en factorisant le numeérateur, on obtient que : f(x) = (2 5 I T+ ) =
T —
11
3x + 4. Ainsi par propriété sur les sommes de limites, on a : lim1 f(z) = 5 Ainsi la fonction f est
T35

S 1 1 11
prolongeable par continuité en 3 en posant f 3) =5

On obtient alors une nouvelle fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur R par f(z) =
62 +5x—4 1
———— siz# -,
2z — 1 2
11 ,
— six=—
2 2

1
comme somme et quotient de fonctions continues et elle est continue en 3 par prolongement.

1
Cette fonction est alors bien continue sur R car elle est continue sur R\ {2}

Vo2 +1-1

—

e Domaine de définition : la fonction f est bien définie si  # 0 et 1 + 22 > 0 ce qui est toujours vrai
comme somme de deux termes positifs. Ainsi Dy = R*.

12. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) =

e Etude de la continuité :

* La fonction f est continue sur R* comme sommes, composée et quotient de fonctions continues
2

. x
x Etude de la limite en 0 : En utilisant une substitution, on obtient que : v1 + 22 — 1 TR Puis

x
par quotient d’équivalents, on obtient que f(z) vy Ainsi lin% f(x) = 0. Ainsi la fonction f est
T—r

prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
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On obtient alors une nouvelle fonction que 'on continue de noter f qui est définie sur R par
Vi Bl AR
flx) = x " Cette fonction est alors bien continue sur R car elle est continue sur R*
0 siz=0
comme sommes, composée et quotient de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement.
13. Continuité et éventuel prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = 2* =
erne .
e Domaine de définition : la fonction f est bien définie si z > 0. Ainsi Dy = R*™*.
e Etude de la continuité : La fonction f est continue sur RT* comme produit et composée de fonctions
continues.
* La fonction f est continue sur R™ comme somme, composées et quotient de fonctions continues

* Etude de la limite en 0 : Par croissance comparée, on a : lir% xInz = 0. Ainsi par propriété sur
T—
la composition de limites, on obtient que lin%J f(x) = 1. Ainsi la fonction f est prolongeable par
r—
continuité en 0 en posant f(0) = 1.

On obtient alors une nouvelle fonction que I'on continue de noter f qui est définie sur R™ par

¥ sixz >0,

flz) = Cette fonction est alors bien continue sur R car elle est continue sur R™* comme
1 siz=0

produit et composées de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement.

Correction 7.
e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si e® —1 # 0 < x # 0. Ainsi Dy = R*.
e Limites aux bornes :

n

X ———. Ainsi par croissance comparée, on a : lim — = 0. Puis par
1—e 7 r—+oo et

propriété sur les sommes, quotient et produit de limites, on obtient que : hI_P f(xz) = 0. Ainsi Cy
T—r+00

xn
T

* Limite en 400 : f(z) =
e

admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 au voisinage de +o00. On pourrait étudier la position
relative.

* Limite en —o0 : tout dépend de la parité de n. Si n est pair, alors par propriété sur les somme et quotient
de limites, on obtient que xgmm f(x) = —oo et si n est impair, alors par propriété sur les somme et

quotient de limites, on obtient que lim f(z) = 4+o00. On pourrait faire I’étude des branches infinies.
T—r—00
% Limite en 0 : Par les équivalents usuels, on a : e* — 1 e et ainsi on a : f(z) ¥ 2"~ 1. Ainsi, on doit

distinguer deux cas selon que n =1oun >1:

o Sin =1 alors lir% f(x) = 1 et la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant
T—
f(0) = 1. On obtient alors une nouvelle fonction que I’on continue de noter f qui est définie sur R
. six #0,
par f(z) = ,
1 six=0.
o Sin > 2 alors lir% f(z) = 0 et la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant
T—r
f(0) = 0. On obtient alors une nouvelle fonction que I'on continue de noter f qui est définie sur R
n
six # 0,
e(I) —
par f(z) =
0 sixz =0.

e Etude de la continuité : La fonction f est continue sur R™ et sur RT™* comme somme et quotient de fonctions
continues. De plus elle est continue en 0 par prolongement par continuité. Ainsi la fonction f est continue
sur R.

Correction 8.
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e Domaine de définition : la fonction f est bien définie si et seulement si 22" — 1 # 0, a savoir sur R, on doit
donc avoir & # —1 et x # 1. Ainsi Dy = R\ {—1,1}.

e Etude des limites en -1 et en 1. Méthode 1 : on pose le changement de variable X = 2. On a ainsi, lorsque

X _
x tend vers 1 ou —1, X qui tend vers 1. On doit donc étudier la limite de en 1. On pose alors
Y = X — 1 pour se ramener 4 0. On a :
eX—e ¥Tl—e  e(e¥ —1) eY e
Xt -1 (1+Y)"—-1 (A+Y)"—1v=0nY n’
2
e’ —e
e ST six ¢ {—1,1},
Ainsi,ona lim f(x) = lim f(z) = —. On peut donc prolonger f sur Rpar f(z) = ¢ *
r——1 z—1 n €
— sizx=1ouz=-—1.
n
Méthode 2 :
e’ —e

* Limite en 1 : on reconnait par exemple le quotient de deux taux d’accroissement : f(z) =

x+1
2 —1
de fonctions dérivables et on a : ¢'(1) = 2e. La fonction h : x — 2?" est bien dérivable en 1 car elle est
dérivable sur R comme fonction polynomiale et on a : h'(1) = 2n car h'(z) = 2nz®* et 2n —1 > 1 car
g'(1)
h'(1)

r+1

. 2 . L. L. 2
. La fonction g :  — e® est bien dérivable en 1 car elle est dérivable sur R comme composée

e
n > 1. Ainsi d’aprés le taux d’accroissement, on obtient que : lim1 flx) = = —. Ainsi la fonction
T— n
e
f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = —.
n

2
e’ —e
x Limite en 1 : on reconnait par exemple le quotient de deux taux d’accroissement : f(z) = T X
x —

. 2 . L. L. 2
. La fonction g : z +— €™ est bien dérivable en -1 car elle est dérivable sur R comme composée de

2 —1
fonctions dérivables et on a : g’(—1) = —2e. La fonction h : o + 2" est bien dérivable en -1 car elle est
dérivable sur R comme fonction polynomiale et on a : h/(1) = —2n car h/(z) = 2nz®* L et 2n — 1 > 1
/
-1
car n > 1. Ainsi d’aprés le taux d’accroissement, on obtient que : lim1 flx) = g(=1) — £ Ainsi la
r—— n

- W(-1)

e
fonction f est prolongeable par continuité en -1 en posant f(—1) = —. On obtient alors une nouvelle

22

e —e .
] siz ¢ {-1,1},
fonction que 'on continue de noter f qui est définie sur R par f(x) = .
e
— sizx=1ou = -1.
n

e Etude de la continuité : la fonction f est ainsi continue sur R car elle est continue sur R\ {—1,1} comme
composées, sommes et quotient de fonctions continues et elle est continue en -1 et en 1 par prolongement par
continuité.

Correction 9. On va montrer que pour a > —1, la fonction f est bien prolongeable par continuité en 0.
e La fonction f est bien définie si et seulement si z # 0. Ainsi Dy = R*.
e La fonction f est continue sur R™ et sur R™* comme quotient, composée et produits de fonctions continues.
e Vérifions que si a > —1, alors la fonction f est prolongeable par continuité en O :

* FEn utilisant 1’équivalent usuel en 0 : sinz e et par produit d’équivalents, on sait que : f(z) ¥
1 1
|z|%x sin () Ainsi il suffit de calculer la limite de la fonction g : z — |z|*x sin () en 0.
x x

1
* Comme il y a le terme sin <>, on utilise soit le théoréme des gendarmes, soit le corollaire du théoréme
x

des gendarmes. Ici on va utiliser le corollaire. On a : |g(z)| < |2]® x |z| < |g(z)| < |z|¢T!. Ainsi, on a :

o Comme a + 1 > 0 car par hypothése a > —1, on a : lir% |z|2Tt = 0.
z—
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o Vo €R*, |g()] < ol
Ainsi d’aprés le corollaire du théoréme des gendarmes, on obtient que : liH(l) g(x) =0.
z—
* Ainsi, comme les fonctions f et g sont équivalentes en 0, on vient de montrer que pour a > —1, on a :
lim f(z) = 0.
z—0
Ainsi la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. On obtient alors une nouvelle
1
|| sin (z) sin <> six #0,
T
fonction que l'on continue de noter f qui est définie sur R par f(x) =
0 six =0.

e Etude de la continuité : la fonction f est ainsi continue sur R car elle est continue sur R* comme composées
et produits de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement par continuité.

III Applications des théorémes sur la continuité

Correction 10. On ne demande pas ici d’expliciter les trois racines réelles juste de montrer qu’il en existe
trois. Ainsi il faut résoudre f(x) = 0 pour f : x + 23 — 3z + 1 et cela fait donc penser au théoréme de la bijection
(et non le TVI car on va vouloir aussi 1'unicité).

e La fonction f est définie, continue et dérivable sur R comme fonction polynomiale.

e Comme elle est dérivable sur R, on a pour tout z € R : f'(z) = 322 — 3 = 3(2%? — 1).

e Limites aux bornes : par le théoréme des monomes de plus haut degré, on obtient que : lim f(z) = —o0 et
T—r—00

lir}rl f(z) = +00. On obtient ainsi le tableau de variations suivant :
T—r+00

T —00 -1 1 400
[ () + 0 - 0 +
3 +00
oo -1
e Il s’agit alors d’appliquer le théoréme de la bijection sur les intervalles | — oo, —1], [—1,1] et [1,+oo[. A faire.

Correction 11.
1. Etudier la fonction f:z— 2% —z+1:
e La fonction f est définie sur R.
e La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale et pour tout = € R : f/(z) = 322 — 1.
e Variations de f :
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Les limites en +00 ont été obtenu par le théoréme du mondéme de plus haut degré.
2. Démontrer que 1’équation f(z) =0 admet une unique solution réelle o €] — 2, —1] :
e Montrons que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans | — 2, —1] :
* La fonction f est continue sur |-2,-1[comme fonction polynomiale.
* La fonction f est strictement croissante sur | — 2, —1[.
* wIi>H_12f(x) =-5<0et xlgr_ll f(z)=1>0.

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, ‘ léquation f(z) = 0 admet sur | — 2, —1] une unique solution réelle

e Vérifions que 'équation f(z) = 0 n’a pas d’autre solution sur R :
En appliquant de la méme facon le théoréme de la bijection sur chacun des intervalles ou la fonction
est strictement monotone, on montre que : f(x) < 0 sur | — oo, —2] et f(z) > 0 sur [—1, +o00[ et ainsi

« est bien 'unique solution réelle a 'équation f(z) = 0. ‘

3. Déterminer un encadrement de o a 1072 prés : A faire avec la calculatrice en utilisant la méthode de
dichotomie.

Correction 12. Pour tout n € N*, on considére la fonction f,, définie par pour tout x € R, f,,(z) = 2%+ 3z — n.

1. Soit n € N*. Démontrer que ’équation f,(z) = 0 admet une unique solution sur R. On note u,
cette solution :
La fonction f,, est bien définie sur R comme fonction polynomiale et elle est dérivable sur R comme fonction
polynomiale. Ainsi pour tout # € R : f/,(x) = 322+ 3. Ainsi f,(x) > 0 comme somme de deux termes positifs
dont 1'un est strictement positif. On obtient donc le tableau de variation suivant :

x —00 —+00

fu _

—0o0

+00

Les limites sont obtenu avec le théoréme du monéme de plus haut degré. On a donc
e La fonction f, est continue sur R comme fonction polynomiale.
e La fonction f, est strictement croissante sur R.

o xgr—noo fa(z) = —00 et xkr—&l-loo fn(z) = +o00.

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, ‘l’équation fn(x) = 0 admet une unique solution dans R. ‘ On note
u, cette solution.

2. Montrer que : 0 < u, < n% pour toult n & N*:
Ona: fr,(0) = —n < 0et fr(n3) =3n3 > 0. Comme par définition de u,, on a : f,(u,) = 0, on vient de

montrer que : f,(0) < fr(upn) < fn(n%) Or la fonction f, est strictement croissante sur R et ainsi on a :

F(0) < Folun) < fa(n3) 0 < up, < n3.

. 1
Et donc on a aussi |0 < u, < n3.

3. Montrer que la suite est croissante :
Par définition de f,, on a : f,(unt1) = (Unt1)® + 3upr1 — n. De plus par définition de la suite, on a aussi
que :
fn+1(un+1) =0« (un+1)3 + 3un+1 —-n—-1=0«& (un+1)3 + 3un+1 —n=1.

Ainsi on vient de montrer que : fp,(up+1) = 1 > 0. Comme f,(u,) = 0, on vient de prouver que : f(tup41) >
fn(uy) et comme la fonction f,, est strictement croissante sur R, on a :

fr(unt1) > fu(un) € uni1 > up.

Ainsi ‘ La suite (up)nen+ est croissante. ‘
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3
u u
4. (a) Montrer que pour tout n € N* : <rf) =1-3—":
n3 n
On utilise la définition de la suite. En effet, on sait que pour tout n € N*, on a :

foltn) =0 w2 +3u, —n =0 ud =n— 3u,.

On divise alors cette égalité par n > 0 et on obtient que

SR

—1-3" & (“?)3:1—3“".
n n

ns3

(b) En déduire que : u, o ns ainsi que la limite de la suite :
o0

1
e On sait que pour tout n € N* : 0 < u,, < n3. Ainsion a :

U 1
0< =< —.
n n3
. . 1 . ) N P . Un,
Comme lim 0= lim — = 0, on obtient d’aprés le théoréme des gendarmes que: lim — = 0.
n—-+4oo n—-+oo ns n—+oo N
Ainsi par somme de limites, on obtient que : hI_iI_I 1 — — = 1. On vient donc de prouver que :
n——+o0o n

3
hrf <?> = 1 et par composition de limite (on compose par la fonction racine cubique continue
n——+0oo

ns3
. . Un . . 1
sur R), on obtient que : lim — = 1. On vient donc bien de prouver que |u,, ~ n3.
n—-+00 n3 +00
e Par propriété sur les équivalents,ona: lim wu, = lim n3 = 4o00. Ainsi|la suite diverge vers 4o00. ‘

n—-+o0o n—-+o0o

Correction 13. Soient f:[0,1] — R et g:[0,1] - R deux fonctions continues telles que f(0) = g(1) et
f(1) = g(0). Démontrer que I’équation f(x) = g(z) posséde au moins une solution dans [0,1] :

Montrer que I’équation f(x) = g(z) admet au moins une solution dans [0, 1] est équivalent & montrer que I’équation
h(z) =0avec h : z — f(z)—g(z) admet au moins une solution dans [0, 1]. On est dans le cas d’un exercice abstrait
(on ne connait pas I’expression explicite de la fonction) et 'on doit montrer 'existence d’une solution & une équation.
On est donc dans le cadre typique du théoréme des valeurs intermédiaires. On a donc

e La fonction h est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues car, par hypothése, on sait que f
et g sont continues sur [0, 1].

e On a : h(0) = f(0) — g(0) et A(1) = f(1
h(1) = g(0) — f(0) = —h(0). Ainsi h(0) et
et un négatif.

) —g(1). Or f(1) = g(0) et g(1) = f(0). Ainsi on obtient que
h(1) sont de signes contraires donc il y en a forcément un positif

Ainsi d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins une solution a I’équation h(x) = 0 sur [0, 1].

Ainsi | I'équation f(z) = g(z) posséde au moins une solution dans [0, 1]. ‘ Correction 14.

1. Tres classique. On cherche a montrer que 1’équation f(z) = x admet une solution ce qui est équivalent a la
résolution de f(z) —x = 0. On pose ainsi la fonction h : x — h(z) = f(z) — = et on cherche alors & montrer
que l'équation h(z) = 0 admet une solution. Comme on ne veut pas 'unicité, on peut se douter qu’il va
falloir utiliser le TVI. On a en effet :

e La fonction h est continue sur [0, 1] comme somme de deux fonctions continues car, par hypothése la
fonction f est continue sur [0, 1].

e On ade plus: h(0) = f(0) — 0 = f(0). Or comme la fonction f va de [0,1] dans [0, 1], on a : Va € [0,1] :
0 < f(z) < 1. En particulier on a : f(0) > 0 donc h(0) > 0.
On a aussi : h(1) = f(1) — 1. Or comme la fonction f va de [0,1] dans [0,1], on a : Vx € [0,1] :
0 < f(z) < 1. En particulier on a : f(1) <1< f(1) —1 <0 donc h(1) <O0.
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Ainsi d’aprés le TVI, il existe donc ¢ € [0, 1] tel que : h(c) =0 < f(c) = c. Ainsi ¢ est un point fixe de f.

2. Tres classique. Méme type de raisonnement que ci-dessus sauf que ’on veut 'unicité du point fixe, il va donc
falloir utiliser le théoréme de la bijection. On cherche a montrer que 'équation f(x) = x admet une solution
unique ce qui est équivalent a la résolution de f(z)—x = 0. On pose ainsi la fonction h : © — h(z) = f(z)—=
et on cherche alors & montrer que 1’équation h(x) = 0 admet une unique solution. On a alors :

e La fonction h est continue sur [0,1] comme somme de deux fonctions continues car, par hypothése la
fonction f est continue sur [0, 1].
e La fonction f est décroissante sur [0, 1]. Il en est de méme pour la fonction z — —z. Ainsi la fonction
h est décroissante sur [0, 1] comme somme de deux fonctions décroissantes.
e On ade plus: h(0) = f(0) —0 = f(0). Or comme la fonction f va de [0,1] dans [0,1], on a : Vx € [0,1] :
0 < f(z) < 1. En particulier on a : f(0) > 0 donc h(0) > 0.
On a aussi : h(1) = f(1) — 1. Or comme la fonction f va de [0, 1] dans [0,1], on a : Vx € [0,1] :
0 < f(z) < 1. En particulier on a : f(1) <1< f(1) —1 <0 donc h(1) <O0.
Ainsi d’apres le théoréme de la bijection, il existe donc un unique ¢ € [0,1] tel que : h(c) =0 < f(c) = c.
Ainsi ¢ est 'unique point fixe de f.

Correction 15. On suppose que f posséde des limites finies en +00 et en —oco que I'on note respectivement
[ et I'. Ainsi par définition d’une limite, on a :

Ve >0,3A >0, Vx> A: |f(x) =] <e et Ve' > 0,34 >0, Vo < —A":|f(x) = 1U'| <€

Ainsi si on prend par exemple € = ¢’ = 1, on a l'existence de A > 0 et de A’ > 0 tel que :

e Vr>A: —1<f(x)—-Il<le -1+I1<f(z)<1+I

eV <—-A: —1<flzx)-U<le-1+0I<flx)<1+1.
Ainsi on a donc montré que sur | — oo, A’] et sur [A, 4+oo[, la fonction f est bien bornée. Il reste donc a étudier
I'intervalle [A’, A]. Mais la fonction f est alors continue sur le segment [A’, A], ainsi d’aprés le théoréme sur les

fonctions continues sur un segment, la fonction f est bornée sur cet intervalle. Ainsi on a bien montré que la
fonction f est bornée sur R tout entier. Correction 16. On suppose donc par 1’absurde que pour tout z € [0,1] :

f(z) # g(x).

1. On pose la fonction h : x — h(xz) = f(x) — g(x). Comme pour tout = € [0,1] : f(x) # g(x), on obtient
que pour tout = € [0,1] : h(x) # 0. Ainsi la fonction h ne s’annule pas sur [0,1]. On peut donc appliquer le
corollaire du TVI. En effet on a :

e La fonction h est continue sur [0, 1] comme somme de deux fonctions continues.
e Pour tout z € [0,1] : h(x) # 0.
Ainsi d’apres le corollaire du TVI, on sait que la fonction h garde un signe constant sur [0, 1] : soit h est
toujours strictement positive sur [0, 1], soit h est toujours strictement négative sur [0,1]. On peut donc
supposer par exemple que h reste toujours strictement positive sur [0,1] (le méme type de raisonnement
donnerait le méme résultat si h reste toujours strictement négative). Ainsi pour tout x € [0,1], on a :
f@) > g(x).
2. e La fonction h est continue sur le segment [0, 1] donc d’aprés le théoréme sur les fonctions continues sur
un segment, on sait que h est bornée et qu’elle atteint ses bornes. En particulier, il existe un minimum
de h sur [0, 1] que I'on note m. Ainsi on a par définition d’un minimum :

Vo € [0,1], h(z) >m < Ve e [0,1], f(x)> g(z)+ m.

e Il reste donc & montrer que m > 0. Comme m est le minimum de h sur [0, 1], on sait qu’il existe ¢ € [0, 1]
tel que : m = h(c). Or on a supposé que h reste toujours strictement positive. Ainsi m = h(c) > 0.
Ainsi on a bien montré qu’il existe m > 0, tel que pour tout = € [0,1] : f(x) > g(z) + m.
3. e On montre par récurrence sur n € N* la propriété P(n): Vz € [0,1], f"(z) > g"(z) + mn.
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e Initialisation pour n =1 : d'un c6té, on a : pour tout x € [0,1] : f(z) et de Pautre coté, on a pour tout
x € [0,1] : g(z) + m. D’apreés la question précédente on sait que pour tout = € [0,1] : f(z) > g(z) + m.
Donc P(1) est vraie.

e Héréditeé : soit n € N* fixé. On suppose que P(n) est vraie, montrons que P(n+1) est vraie. On a montré a
la question précédente que pour tout x € [0,1], on a: f(x) > g(x)+m. En prenant x = f"(z) € [0, 1], on
obtient que : f(f™(z)) > g(f™(x))+m. Or on sait aussi que fog = go f donc par une récurrence imédiate
on pourrait montrer que go f = f"og. Ainsi, on a pour tout z € [0,1] : g(f™(z)) +m = f"(g(x)) + m.
Ainsi, on vient de montrer que pour tout x € [0,1], on a : f*T1(z) > f"(g(z)) +m. Mais par hypothése
de récurrence, on sait aussi que pour tout z € [0,1], on a : f"(x) > ¢"(z) + nm. Ainsi en prenant
r=g(z) €[0,1],on a: f*(g(z)) > g"(g9(z)) +nm, a savoir : f*(g(x)) > ¢"*1(x) + nm. Finalement, on
a donc montré que pour tout z € [0,1] : f*(z) > f*(g(x)) +m > ¢"*(x) + nm +m donc on a bien :
fH(z) > g™t (x) + (n+ 1)m et ceci pour tout = € [0, 1]. Donc P(n + 1) est vraie.

e Il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N* et pour tout = € [0,1] : f(z) > ¢"(z) + nm.

4. On fixe alors z € [0,1] et on regarde ce que 1'on obtient si on fait tendre n vers +o0o. On a pour tout n € N :

"(x
g"(x) + nm = nm <1 49 ( )> Or la suite (g™ (x))nen est bornée car elle est toujours comprise entre 0 et 1
nm
- . g"(x) _ 1
et cela pour tout n € N. Ainsi pour tout n € N* et comme m >0,ona:0<g¢"(z) <1 0<—— < —.
nm nm

g" ()

Ainsi en utilisant le théoréme des gendarmes, on montre que : lim = 0. Ainsi par propiétés sur les

n—+oco nNm
somme et produit de limites et comme m > 0, on obtient que liril 9" (z) + nm = +o0. Ainsi, on a
n——+0o0o

e VneN, f*(z) > g"(x) +nm.

1 n —
. ngrfoog (x) + nm = +o0.

Ainsi d’aprés le théoréme de minoration, on sait que : liI_’I_l f"(x) = 400. Absurde car on sait aussi que
n—-+0oo

pour tout n € N : 0 < f(z) < 1. Ainsi on a bien aboutit & une contradiction et donc il existe bien z¢ € [0, 1]

tel que f(zo) = g(zo).

Correction 17.
1. Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si pour z < 0, on a : 22 — 1 # 0. Ainsi
ona:Dy=R\{-1}.
2. Limites aux bornes du domaine :
e Limite en —oo : en utilisant le théoréme du monome de plus haut degré, on obtient : lim f(z) =

T—r—00
2
lim — 7= 1. Ainsi Cy admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage de —o0.
T—>—00 I° —
e Limite en 400 : en utilisant le théoréme du mondéme de plus haut degré, on obtient : lir+n flz) =
T—>r+00

2
im ——— = 1. Ainsi Cy admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage de +o0.
z—+oo 22 4+ 1
e Etude en —1 : par propriétés sur les somme et quotient de limites, on obtient que : lim f(x) =
Tz——1"

2 2
x x
lim — =+ocet lim f(z)= lim ——— = —oo. Ainsi la courbe Cy admet une asymptote
z——1- 2= —1 z——1t -1+ 2 —1
verticale d’équation x = —1.

3. Continuité de la fonction f :
e La fonction f est continue sur | —oo, —1[ et sur | —1, 0] comme somme et quotient de fonctions continues.
e La fonction f est continue sur RT comme somme et quotient de fonctions continues. En particulier, on

aque: f(0)=0= lil%l+ f(z).

e Etude de la continuité en 0 : comme la fonction f est définie par un raccord en 0, on doit étudier

la continuité de f en O par les limites. On a déja que la fonction f est continue & droite en 0 avec
2

f(0) =0 = lim f(x). Etude de la limite & gauche en 0 : on a : lim f(x) = lim 5

z—0+ z—0~ z—0— % —

propriétés sur les somme et quotient de limites. Ainsi, on a: f(0) =0 = hrng flz) = li%l f(z) et donc
T—r x—07

=0
1 par

f est continue en 0.
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Ainsi la fonction f est continue sur son ensemble de définition.
4. Dérivabilité de la fonction f :
e La fonction f est dérivable sur |—oo, —1[ et sur | —1, 0] comme somme et quotient de fonctions dérivables.
—2x
@

e La fonction f est dérivable sur RT™ comme somme et quotient de fonctions dérivables. De plus, pout tout

2
x>0,ona: f(x)= ﬁ En particulier, elle est donc dérivable & droite en 0 et on a : f;(0) = 0.

e Etude de la dérivabilité en 0 : on étudie pour cela le taux d’accroissement quand z tend vers 0 par valeur

fz) = f(0) z

inférieure. On a pour tout x < 0, x # —1 : = T Ainsi par propriété sur les somme
x

2
T
z)— f(0
et quotient de limites, on obtient que : lim M
z—0~ T

gauche en 0 avec fy(0) = 0. Comme fy(0) =0 = f;(0), la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 0. La

courbe Cy admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.

De plus, pout tout z < 0 avec z # —1, on a : f'(z) =

= 0. Ainsi la fonction f est aussi dérivable a

On a donc montré que la fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et que pour tout z € R,

(2 x>0
—— siz
(14 22)?
x# —1,ona: f'(z)= —2z :
# (z) m siz <0, x# -1
L 0 siz = 0.
5. Variations de f : On remarque ainsi que pour tout x € R, x # —1,ona: f'(z) > 0et f'(z) > 0six ¢ {—1,0}.
Ainsi la fonction f est strictement croissante sur | — oo, —1[ et sur | — 1, +o0[. On obtient
T —00 -1 400
f'(=) + +
+o0 1
1 —00
6. Théoréme de la bijection :
e Etude sur | — oo, —1] :
* La fonction f est continue sur | — oo, —1[ comme somme et quotient de fonctions continues.
* La fonction f est strictement croissante sur | — oo, —1][.

* lim f(x)=1let lim f(z)=4oc.
T——00 T——1-

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f est bijective de | — oo, —1[ dans ]1, 4-o00].
e Etude sur | — 1, +oo| :
* La fonction f est continue sur | — 1, 4+o00[ comme somme et quotient de fonctions continues sur
| —1,0[ et sur ]0, +00] et par raccord continu en 0.

* La fonction f est strictement croissante sur | — 1, +o0l.
* zggloof(a:) =1et x—liinﬁ flx) = —oc.
Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f est bijective de | — 1, 400 dans | — oo, 1].
e Ainsi la fonction f est bijective de R\ {—1} dans R\ {1}.

7. Propriétés de la réciproque : On a la continuité de f~! sur | — oo, 1] et sur ]1, +-00[ comme réciproque d’une
fonction continue. On a les variations suivantes pour f=! :
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A e

-1 —00

8. Expression de la réciproque : on sait donc que pour tout  # —1l et tout y # 1, ona:y = f(z) &z = f~1(y).
Comme f a deux expressions différentes, on doit donc faire deux cas :

e Cas 1:siz >0 et ainsi en utilisant le théoréme de la bijection, on montre que 0 < y < 1 : on a alors

y=f(z)ea®=y(l+2*) & (1-y)®=y.

_Yy_
1—y
De plus, comme y > 0 et y <1< 1 —1y > 0, les deux membres sont bien positifs et on peut composer

Comme y < 1,0na: 1—y # 0 et on peut bien diviser par 1—y. On obtient alors : y = f(z) < 2% =

par la fonction racine carrée. On obtient : x = ouxr = — % Mais comme x > 0, on obtient

-y )

Vz > 0,Vy € [0,1[:y=f(:c>m:\/z,

e Cas 2 :six <0 avecx # —1 et ainsi en utilisant le théoréme de la bijection, on montre que soit y > 1,
soit y < 0. On a alors :

finalement que :

y=fz) e ® =y@*-1) & (1-y®=—y.

Comme y > 1 ou y < 0, on a dans tous les cas : 1 —y # 0 et on peut bien diviser par 1 — 3. On obtient

alors:y:f(x)@xQZ;y—Ll.Orsiy>1alors

l-y  y- y -
> 0 comme quotient de deux termes strictement négatifs.

> 0 comme quotient de deux termes

strictement positifs. Et si y < 0 alors

Ainsi dans tous les cas > 0. Les deux membres sont bien positifs et on peut composer par la

fonction racine carrée. On obtient : x = T oux = — Ll Mais comme z < 0, on obtient
Y= Y=
finalement que :
Ve<0, z#—-1Vy>louy<0:y=f(zx)oz=— Ll
y —_—
x
sio<x <1
11—z
Finalement on obtient pour f~! I'expression suivante : f~!(z) =
— siz<Oouxz>1.
x J—

1 1
Correction 18. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. On pose : Vz €|a, b, f(x) = + 5
r—a -

1. (a) Démontrer que f réalise une bijection de ]a,b[ sur un intervalle J que 1’on précisera :
e Etude de la fonction f :
La fonction f est bien définie sur |a, b et elle est dérivable sur |a, b| comme composées et somme de
fonctions dérivables. Pour tout x €]a, b[, on a :

’ _ 1 —1 =— ! !
f(x)_(x—a)2+(:6—b)2_ (x_a)2+(x—b)2 '

Ainsi f’ < 0 comme somme de deux termes strictement négatifs. On obtient les variations suivantes
sur Ja, b
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Les limites en a et b sont obtenues par propriétés sur les quotients et somme de limites.
e Existence de f~!:
* La fonction f est continue sur ]a, b[ comme composées et somme de fonctions continues.
* La fonction f est strictement d/’ecroissante sur |a, b].

* lim f(z) =+4oc0cet lim f(z)=—o0.
z—at x—b~

Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, ‘la fonction f est bijective de |a, b] sur R.‘ On a donc

l'existence de f~!: R —]a, b].
(b) Que peut-on dire de I’application f~!1? :
e La fonction f~! est continue sur R comme réciproque d’une fonction continue.
e La fonction f~! est strictement décroissante sur R comme réciproque d’une fonction strictement

décroissante.
o Va€la,b], VyeR: y= f(x) & x=f"1y).
2. Déterminer f~! danslecasa=—-letb=1:
1
On a donc f(z) = . + 7 On sait que f est bijective de | — 1,1] dans R et donc on a en particulier
que T+ xr —
Vze]-1,1[, VyeR: y=f(z) &z =fy).
On a donc :
1 1 2z —yr?+ 24y 9
= Sy = & —y=0 ————=0& — 2 =0.
y=fE)ey= gt 7S 51V o yz~ +2z+y

Vérifions donc que pour tout y € R fixé, cette équation a une unique solution = €] — 1, 1].
e CAS1siy=0:
L’équation a résoudre devient : 2z = 0 < x = 0. Alinsi il existe bien une unique solution dans | — 1,1].
e CAS2:siy#0:
On doit alors résoudre une vraie équation du second ordre et on obtient que le discriminant vaut :
A =4y? +4 = 4(1 +y?). Ainsi A > 0 comme somme de deux termes positifs dont I'un est strictement

1—\/1—|—y2€tx 1++/1+y?

V- TI g=—Y 7
Yy Yy

alors & vérifier que seule I'une des deux est entre -1 et 1 strictement.

1—\/1—|—y2<1_

Y

1—/T+y2 1-1+y2—

VATV s Y,
Yy Yy

Etude du signe de 1 —y — /1 + 32 :

l—y—V1+y2>01—y> /1442

positif. Il existe donc deux solutions réelles distinctes : x1 = . Il reste

* Résolution de : 1 < 1 &
On a:

On fait alors deux cas :

o CASa):sil—y <0<« y>1:pasde solution car une racine carrée est toujours positive ou
nulle, elle ne peut donc pas étre strictement inférieure & un nombre strictement négatif. Ainsi

siy>1,ona:1—y—+/1+9y2<0.
o CASDb):sil—y >0<« y <1:on peut alors passer au carré des deux cotés car la fonction
carré est strictement croissante sur R™ et que les termes sont alors positifs. On obtient que :

l—y>V1i+2el+y?—2y>14y° e —2y>0sy<0.
Ainsi sur | —o0,0[,ona:1—y—+/14+y2>0etsur [0,1],ona:1—y—+/1+y2<0.
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On peut donc faire un tableau de signe et on a :

x —00 0 —+00
1—1+y?2—y + 0 -
Y - 0 +
r1 — 1 - _

Ainsi pour tout y € R*, on a : 1 < 1.
* On peut montrer de la méme fagon que pour tout y € R*, on a : z; > —1.
* On peut montrer de la méme fagon que pour tout y € R*, on a : zo ¢] — 1,1]
Ainsi dans le cas ou y € R*, il existe bien une unique solution dans | — 1, 1] qui est donnée par x = z1 =
- Tt y?
” .
On obtient donc I’expression de f~! suivant :

1— 1+ 92
Yy €R, fH(y) = Y
0 siy=0.

siy#0

Correction 19. On note f la fonction définie par f(z) = e(l+3)In(@),

1. Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f la fonction
ainsi prolongée :
La fonction f est définie sur ]0, 4o0].
Etude de la limite en 0 :

1
Par propriété sur les somme et les produit de limites, on obtient que : lir% (1 + > In (z) = —oo. Puis par
xr—> x
propriété sur la composition de limites, on a : lirr%) f(x) = 0. Donc la fonction f est prolongeable par continuité
Tr—r

en 0 en posant f(0) = 0. La nouvelle fonction est encore notée f et elle est définie sur R par :

c1+)(@) g 450
Ve € R, f(z) =

0 six =0.

2. Etudier la fonction :
La fonction f est dérivable sur R™ comme somme, produit et composée de fonctions dérivables et pour tout

o(1+3) In(2) e(1+3)In (2)
x>0: f(x)= 5 [1 4+ 2 —Inz|. Comme pour tout > 0, on a : 5 > 0, le signe de f’ ne
x x
dépend que du signe de la fonction g : # — 1+ 2 — Inx. Cette fonction est dérivable sur R™ comme somme
—1
de fonction dérivables et pour tout x > 0 : ¢'(x) = L . On obtient donc :
x
x 0 1 +oo
g'(x) - 0 +
) \ /
2
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Ainsi 2 est le minimum global de g et donc pour tout z > 0 : g(x) > 0. Ainsi f’ est strictement positive sur
R™* et on obtient le tableau de variations suivant :

La limite en 400 de f s’obtient par somme, produit et composée de limites.

3. On définit alors la suite (uy)nen par : ugp > 0 et Vn € N, uyy1 = f(u,). Déterminer les limites
éventuelles de la suite (uy)nen :

e On suppose que la suite (u,)nen converge vers un réel [ € R™T.
* Etude de la limite de (f(un))nen :

o La suite (uy)nen converge vers [ € RT.

o La fonction f est continue en [ car la fonction f est continue sur R*. En effet elle est continue
sur R™ comme somme, produit et composée de fonctions continues et elle est continue en 0 par
prolongement par continuité.

Ainsi d’aprés le théoréme sur les suite et fonction, on sait que : liril fun) = f(1).
n—-+0oo

* De plus : lir}rl Up+1 = | car la suite converge vers [ d’aprés ce que 'on a supposé.
n——+0oo

* Ainsi en passant a la limite dans I’égalité : u,+1 = f(uy,), on obtient que : |l = f(I)|.
e Il reste alors a résoudre f(I) =1 :
* Comme f(0) =0, 0 est un point fixe de f.

* Pour tout z # 0, on doit alors résoudre : e(1+3)In (@)

=z.0na

1 1
)@ = 4 o (l—i—) Inz=lnze — =0z =1.
x x

Ainsi 1 est aussi point fixe de la fonction f.

On vient donc de prouver que ’ la suite (up)nen @ deux limites éventuelles qui sont 0 et 1.

x
et —1°
1. Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité en 0. On notera encore f la fonction
ainsi prolongée :
La fonction f est bien définie si e” — 1 # 0 < x # 0. Ainsi Dy = R*.
Etudions la limite en 0 : en utilisant les équivalents usuels, on a : e* —1 e et ainsi par quotient d’équivalents,

Correction 20. On note f la fonction définie par f(z) =

on a : f(x) v 1. Ainsi ilg% f(x) = 1. Donc la fonction f est prolongeable par continuité en 0 en posant

f(0) = 1. La nouvelle fonction est encore notée f et elle est définie sur R par :

- six#0
VzeR, f(z)=4 ¢ —
1 sixz =0.

2. On définit alors la suite (u,)pen par : up = 0 et Vn € N, upq1 = f(u,). Déterminer les limites
éventuelles de la suite (up)nen :

e On suppose que la suite (uy)nen converge vers un réel [ € R.
x Etude de la limite de (f(un))nen :

o La suite (up)nen converge vers [.
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o La fonction f est continue en [ car la fonction f est continue sur R. En effet elle est continue sur
R* comme somme et quotient de fonctions continues et elle est continue en 0 par prolongement
par continuité.

Ainsi d’aprés le théoréme sur les suite et fonction, on sait que : 1ir_ir_1 flun) = f(0).
n—-—+0o0

* De plus : lim wu,y1 =1 car la suite converge vers [ d’aprés ce que I'on a supposé.
n—-+00

* Ainsi en passant a la limite dans I'égalité : u,+1 = f(uy), on obtient que : [l = f(I) |
e Il reste alors a résoudre f(I) =1:
* Comme f(0) =1 # 0, 0 n’est pas point fixe de f.

l

* Pour tout [ # 0, on doit alors résoudre : T On a
e —_

l —
el —1

car on a [ # 0. Ainsi la seule limite éventuelle est .

rel=ld-1)el=d-1led=2c1=n2,

IV Résolution d’équations fonctionnelles

Correction 21.

x
1. e On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n): Vz €R, g(z) =g (27)
Initialisation : pour n = 0 : d’un c6té, on a pour tout = € R : g(x) et de 'autre coté, on a pour tout

[ ]
re€R:yg (;—0) = g (z). Donc P(0) est vraie.
e Héréditeé : soit n € N fixé, on suppose que la propriété P(n) est vraie, montrons que P(n + 1) est vraie.
Soit x € R fixé quelconque. Par hypothése de récurrence, on sait que : g(z) = g (2% . Mais si on pose
x X x z 1
X = —, on sait aussi par hypothése sur ue : g(X) = — ], & savoir : (—) = — X =] =
o par hyp g que : g(X) g<2> voir = g o g<2n 2>

g ( * > On vient donc de montrer que : g(z) =g ( > =g (%) donc on a bien pour tout x € R :

2n+1 omn

g(x) =g <2:ﬁ> Ainsi P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N et pour tout x € R: g(z) = ¢ (2%)

x . x 1
Q—n).Orona.nEIEOOQ—n—Ocar—l<§<1

2. Soit x € R fixé. On sait donc que pour tout n € N : g(z) =g (

et par propriété sur le produit de limites. On a donc
x
e lim — =0
n—+oo 2M
e La fonction g est continue en 0 par hypothése.

) x
Ainsi d’aprés le théoréme sur les suites et les fonctions, on obtient que : hrf g (2—n> = ¢(0). Comme on
n—-+0oo

ﬁ) et que lim g(x) = g(x) car g(z) ne dépend pas de n, on a
n—+4o00

277,
par unicité de la limite que : g(z) = ¢g(0). Comme ceci est vrai pour tout z € R, on vient bien de montrer
que g est constante tout le temps égale a ¢(0).

sait aussi que pour tout n € N : g(x) =g <

Correction 22. On fait ici un raisonnement par analyse-synthése. Analyse : On considére une fonction f
continue sur R et qui vérifie la condition : V(z,y) € R, f(z +y) = f(z) + f(y).

1. Ona: f(0+0)= f(0)+ f(0) & f(0) =2f(0) & f(0) =0.

2. (a) Montrons que f est une fonction impaire :
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e R est bien centré en 0 et f est une fonction définie sur R tout entier.

e Soit x € R,ona: f(zr+ (—x)) = f(z)+ f(—x) par hypothése sur f. Mais f(x + (—z)) = f(0) =0
d’aprés la question précédente. Ainsi on vient de montrer que f(x) = —f(—xz) et ceci pour tout
rz eR.

Ainsi la fonction f est bien une fonction impaire.
(b) Montrons alors que pour tout € R et pour tout n € N : f(nz) = nf(x

).

e On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : Vo € R, f(nz) = nf(z).

e Initialisation : pour n = 0 : d'un c6té, on a : f(0 x ) = f(0) = 0 et de lautre coté, on a :
0 x f(z) = 0. Donc P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé, on suppose la propriété vraie & I'ordre n, montrons qu’elle est vraie &
lordre n + 1. Soit z € R. On a : f((n+ 1)x) = f(nx + x) = f(nz) + f(x) par hypothése sur la
fonction f. Puis par hypothése de récurrence, on sait que : f(nx) = nf(z). Ainsi, on obtient que :
f(n+Dzx) = f(z) +nf(z) = (n+1)f(x). Donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N et pour tout x € R :
f(nz) =nf(z).

(c) Soit alors z € Ret n € Z\N. On a ainsi —n € N et on vient donc de démontrer que : f(—nx) = —nf(x)
car —n € N et en appliquant le résultat de la récurrence ci-dessus. En utilisant alors de plus le fait que
la fonction f est impaire, on sait alors que : f(nz) = f(—(—nzx)) = —f(—nz) = —(—nf(z)) = nf(z) ce
qui est le résultat voulu.

Ainsi, on vient bien de montrer que pour tout n € Z et pour tout x € R : f(nz) = nf(z).

3. Soient p € Z et ¢ € N* fixés. On calcule f (q X p) de deux fagons différentes. En effet, on a d'un coté :
q
f <q X p> = f(p) = f(px1) =pf(l) = pa car p € Z et en appliquant la question précédente avec x = 1.
q

Mais d’un autre co6té, on a aussi : f <q X p) =qf <p> en appliquant cette fois ci la question précédente
q q

avec r = b Ainsi, on obtient I'égalité suivante : pa = qf <p> s f (p) = ga ce qui est le résultat attendu.
q q q q
4. On utilise alors le fait que tout réel est limite d’une suite de rationnels. Soit € R. On sait donc qu’il existe

une suite (7,)nen de nombres rationnels telle que :  lim 7, = z. On peut alors remarquer deux choses :
n—-+o0o

e Comme pour tout n € N : f(r,) = rpa d’aprés la question précédente car r, € Q, on a par propriété

sur le produit de limites : lim f(r,) = za.
n—+o00

e De plus, on a aussi :

* lim r, ==
n—-+o0o

* f est continue en x car elle est continue sur R tout entier par hypothése de départ.

Ainsi d’aprés le théoréme sur les suites et les fonctions, on sait que : lirf f(rn) = f(x).
n—-+0oo

Ainsi par unicité de la limite, on obtient que : f(z) = ax.

5. On a donc ainsi montrer dans ’analyse que si f est une fonction continue sur R et vérifiant pour tout
(v,y) €ER?: f(x +1y) = f(x) + f(y) alors la fonction f est une fonction linéaire.
Synthése : comme toutes les fonctions linéaires, & savoir toutes les fonctions de type f : x — ax sont bien
continues et vérifient bien que pour tout (z,y) € R? f(z +y) = f(x) + f(y), on obtient : I'ensemble des
fonctions f cherchées est 'ensemble des fonctions linéaires.
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