TD 18 - Probabilité

I Notions de base

Exercice 1. Soient trois personnes choisies une & une et sans remise dans une population. On note R; I’événement
« la i-iéme personne a un rhésus + ». Ecrire & l'aide des R; les événements suivants

e A : «au moins une personne a un rhésus + » ;

e B : « au moins deux personnes ont un rhésus + » ;

e (' : « une personne exactement a un rhésus + » ;

e D : «au moins une des deux premiéres personnes a un rhésus + ».
Exercice 2. On étudie 4 sortes de mais numérotés de 1 a 4 et on note M; 'événement : « le mals numéro i est
transgénique ». Ecrire & l'aide de ces événements les événements suivants :

e A : «une seule sorte de malis est transgénique » ;

e B : «au moins une des trois premiéres sortes de mais n’est pas transgénique ».
Exercice 3. Dans une population, 45% des individus sont vaccinés contre la fievre jaune, 60% sont vaccinés

contre la diphtérie et 30% contre les 2 maladies. Quelle est la probabilité qu'un individu choisi au hasard ne soit
vacciné contre aucune de ces deux maladies ?

Exercice 4. Un appareil fabriqué en trés grande série peut étre défectueux a cause de deux défauts notés A et
B. On estime que 2% des piéces présentent les deux défauts, 5% ont le défaut A mais pas le défaut B et 10% ont
le défaut B. Quelle est la probabilité pour qu'une piéce choisie au hasard présente le défaut A ? Aucun défaut 7 Un
seul défaut ?

II Equiprobabilités

Exercice 5. On choisit 5 cartes au hasard et simultanément dans un jeu de 32 cartes. Donner les probabilités
d’avoir

1. 5 cartes de la méme couleur;

2. (2 as et 3 rois) ou (3 as et 2 rois) ;

3. (au moins un as) et (deux rois exactement).

Exercice 6. Quelle est la probabilité qu’au moins deux personnes dans la classe soient nées le méme jour ? Pour
simplifier, on ne tiendra pas compte des années bissextiles.

Exercice 7. On lance trois dés distincts et équilibrés. On note A I’événement « les numéros sont égaux », B :
« au moins un des numéros est égal a 3 » et C : « la somme des numéros est égale & 4 ». Calculer la probabilité
pour qu’au moins un des trois événements soit réalisé.

Exercice 8. FEn lancant 6 dés différents, donner les probabilités d’avoir :
1. les 6 résultats possibles;
2. au moins deux résultats distincts.

Exercice 9. On répartit 4 boules numérotées de 1 a 4 dans 4 tiroirs également numérotés de 1 a 4, chaque tiroir
pouvant recevoir toutes les boules. On pourra considérer qu’'un résultat est une 4-liste (ni,ng,n3,ng) ot n; est le
numéro du tiroir contenant la boule de numéro i.

Quelle est la probabilité pour que les 4 tiroirs soient occupés? Pour qu’un seul tiroir soit occupé? Pour que les
boules 1 et 2 se trouvent dans les 2 premiers tiroirs ?
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III Probabilités conditionnelles

Exercice 10. Une urne contient b boules blanches et n boules noires (b et n sont dans N*).
1. On fait deux tirages successifs sans remise. Quelle est la probabilité d’obtenir 2 boules de couleurs différentes ?

2. Méme question dans le cas ol les tirages s’effectuent de la facon suivante : si la premiére boule tirée est
blanche, on la remet avec en plus deux boules blanches, sinon on ne la remet pas.

Exercice 11. Mr G. dispose de n clefs sur son trousseau et une seule ouvre la porte de la salle 78.

1. N’ayant pas beaucoup dormi la nuit précédente, Mr G. essaye les clés jusqu’a trouver la bonne sans penser
a mettre de coté les mauvaises clés. Quelle est la probabilité d’ouvrir la porte au k-iéme essai ?

2. Méme question dans le cas ot Mr G. a bien dormi et pense a mettre de c6té les mauvaises clés.

Exercice 12. On considére n urnes Uy, Us,...,U,. L’'urne U; contient b boules blanches et n noires, les autres
contiennent initialement b boules blanches et b boules noires. On tire une boule de U; que 'on met dans Us puis
une boule de Us que 'on met dans Us et ainsi de suite. On note p; la probabilité d’obtenir une boule blanche au
i-iéme tirage. Calculer p; puis p; 41 en fonction de p; pour ¢ > 2. Déterminer p; en fonction de ¢ puis _13_1&1 Di-
7 (o]

Exercice 13. On dispose de 2n jetons numérotés de 1 & n dans un sac, chaque numéro apparaissant deux fois.
A tire un jeton, le remet puis B tire un autre jeton. Calculer la probabilité que A tire un numéro qui soit au moins
le double du numéro de B.

Exercice 14. Une abeille va chaque jour sur I'une des deux fleurs A et B. Au jour 0, elle va a la fleur A. A chaque
nouvelle journée, il y a une probabilité p € |0, 1] qu’elle aille sur la méme fleur que la veille. Pour tout entier n, on
note A, ’événement « I'abeille est sur la fleur A le jour n »et B,, 'événement « ’abeille est sur la fleur B le jour
n ». On pose de plus a, = P(Ay) et b, = P(By).

1. Pour tout entier n, exprimer a,1 et b,41 en fonction de a,, et by,.

2. En remarquant que a,, + b, = 1, déterminer les expressions explicites de a,, et b,.

3. Vers quoi tendent les deux suites 7 Interpréter.

Exercice 15. Un fumeur décide d’essayer de ne plus fumer. On admet que s’il ne fume pas un jour donné, la
probabilité qu’il ne fume pas le lendemain est 0.3 (il tient bon!). En revanche, s’il succombe ce jour-1a, la probabilité
qu’il ne fume pas le lendemain est 0.9 (il s’en veut!). Quelle est la probabilité qu’il ne fume pas le n-iéme jour?
Que se passe-t-il si n est grand 7

Exercice 16. Une urne A contient 1 boule rouge et 2 noires. Une urne B contient 3 rouges et 1 noire. Au départ,
on choisit une urne, la probabilité de choisir 'urne A est p € ]0,1[. Puis on choisit une boule dans cette urne.
Si, & un tirage quelconque, on a tiré une boule rouge, le tirage suivant se fait dans A, sinon, on choisit une boule
de B. Les tirages se font avec remise. On note p, la probabilité de choisir une boule rouge au tirage de numéro
n. Calculer py, puis exprimer p,4+1 en fonction de p,. En déduire p, en fonction de n puis la limite de la suite

(pn)neN*~

Exercice 17. Soit n € N*. On considére n sacs S1,...,S,. Pour tout k& € [1,n], le sac Sy contient k jetons
blancs et n + 1 — k jetons noirs. On choisit un sac avec une probabilité de choisir le sac Sy égale & ak. Aprés quoi
on tire au hasard un jeton dans le sac choisi.

1. Trouver la valeur de a.

2. Quelle est la probabilité de tirer un jeton blanc.

3. Le jeton pioché est blanc. Quelle est la probabilité que ce jeton proviennent du sac Sy pour k € [1,n] fixé?
Exercice 18. La proportion de piéces défectueuses dans un lot est de 0.05. Le controéle qualité des piéces accepte

une piéce bonne avec une probabilité de 0.96 et refuse une piéce mauvaise avec une probabilité de 0.98. On choisit
une piéce au hasard et on la controle. Quelle est la probabilité :

1. qu’il y ait une erreur de controle ?
2. qu’une piéce acceptée soit mauvaise 7

3. qu’une piéce refusée soit bonne ?
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Exercice 19. Un individu est choisi au hasard dans une population comportant une proportion p € 0, 1[ de
tricheurs aux cartes. On fait choisir une carte d’un jeu de 52 cartes par cet individu et on admet que s’il est tricheur,
il retourne un as surement. Quelle est la probabilité que cet individu retourne un as?

Exercice 20. Le quart d’'une population a été vacciné contre une maladie a. Lors d’une épidémie, on constate
que parmi les malades, il y a 20% de vaccinés. De plus, on constate que sur I'ensemble des vaccinés, il y a eu un
malade sur 12. Quelle est la probabilité pour un non-vacciné de tomber malade de a7 Le vaccin est-il efficace ?

Exercice 21. On posséde un jeu de 32 cartes et un jeu de 52 cartes. On choisit au hasard 'un de ces jeux et on
y tire une carte. On constate que c’est une dame. Quelle est la probabilité qu’elle vienne du jeu de 32 cartes?

Exercice 22. Un magasin vend des sabres laser provenant pour 70% d’un fabriquant A et pour 30% d’un
fabriquant B. Parmi ceux qui proviennent de 'usine A, 20% possédent un défaut contre 10% pour ceux sortant de
I’'usine B. Vous vous offrez un superbe sabre laser et pas de chance il est défectueux. Quelle est la probabilité qu’il
ait été fabriqué par B?

Exercice 23. Pour se rendre au lycée, un éléve a le choix entre 4 itinéraires A, B, C et D. La probabilité de

choisir A, B et C est respectivement de 31 et o la probabilité d’arriver en retard en empruntant A, B et C est
1 1
respectivement 20’ 10 et 5 Il n’est jamais en retard en empruntant l'itinéraire D.

L’éleéve arrive en retard. Quelle est la probabilité qu’il ait emprunté 'itinéraire C?

IV Indépendance

Exercice 24. On lance deux fois une piéce parfaite. On note A I’événement : « le premier lancer donne Pile », B
I’événement : « le deuxiéme lancer donne Pile » et C I’événement : « on obtient deux résultats différents ». Etudier
I'indépendance mutuelle et deux & deux de ces trois événements.

Exercice 25. A et B jouent une partie de ping-pong. Les résultats des différents échanges sont indépendants.
Pour chaque échange A a la probabilité r de gagner avec r € ]0, 1[. Quelle est la probabilité que A gagne 21-117

Exercice 26. On controle séparément et de facon indépendante les trois dimensions d’un pavé. Les probabilités
de rejet sont égales & 0.06 pour la longueur, 0.04 pour la largeur et 0.08 pour la hauteur. Le pavé est refusé dés
qu'une de ses dimensions est rejetée. Quelle est la probabilité pour qu’un pavé soit refusé ?

Exercice 27. Dans une entreprise, des piéces sont fabriquées en série par deux machines A et B. La machine A,
récente, assure 75% de la production. La probabilité qu'une piéce fabriquée par A soit défectueuse est de 0.01. la
machine B, plus ancienne, assure le reste de la production et la probabilité qu’elle fabrique une piéce défectueuse
est de 0.16.

1. On préléve au hasard une piéce fabriquée par cette entreprise. Quelle est la probabilité quelle soit défectueuse ?

2. On préléve au hasard, avec remise, 10 piéces fabriquées par cette entreprise. Quelle est la probabilité de
trouver au moins deux piéces défectueuses ?
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