Correction TD - 21 : Dérivation

I Calculs de dérivées

Correction 1. Avec des polynoémes.

r—1
1. =
/(@) T+2 5
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—2}. On obtient : Vz € R\ {-2}, f'(z) = CET)E
x

1

-n
La fonction f est définie et dérivable sur R* et on obtient : Vo € R*,  f/(z) = o pr
x

1524 — 3023 + 4022 — 202 + 7

La fonction f est définie et dérivable sur R\ {1} et on obtient : Vo € R\ {1}, f/(z)=

—15(z* + 222 + 1)

(z—1)°
342\
4. =
/(@) (233 + 1>
1 1 —2 3
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—5} et on obtient : Va # —5 f(z) = m

5. f(x) = (4 —3x)5
* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.
* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme somme, composée et produit de
fonctions dérivables.
* Expression de la dérivée : pour tout = € R, f'(x) = —15(4 — 3x)*.
(4 — 3)3
6. f(x) = ——
f(@) 3z +1
x Domaine de définition : La fonction f est bien définie si 322 + 1 # 0 ce qui est toujours vrai comme
somme de deux termes positifs dont 1'un est strictemlent positif. Ainsi Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme somme, produit, composée et quotient

de fonctions dérivables.
6(22% + 3z + 2)(4x — 3)?

* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(x) =

(3z2 4+ 1)2
Correction 2. Avec des racines et valeurs absolues.
1. f(z)=v222 -3z +1
1 1
La fonction f est définie sur | — oo, 5] U [1, +oo[ et dérivable sur | — oo, i[u]l,—i—oo[ et on obtient : Vx €
1 4o — 3
— 00, =|U|1, +o0|, "(z) = .
| o b )= et
2. f(x) =a2"V/1—x,neN*
La fonction f est définie sur | — oo, 1] et dérivable sur | — oo, 1 et on obtient :
"(z(—2n— 1) + 2
Vo <1, f’(x):x (z(=2n 1)+ 2n)

o0/1—x ’
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3. flz) == 11;

La fonction f est définie sur | — 1, 1] et elle est dérivable sur | — 1, 1] et on obtient : Vo €] — 1,1[, f'(z) =
2
—z‘—xz+1

V1—22(1+z)
4 f(x) = (V7 + 200

La fonction f est définie sur RT et elle est dérivable sur R™ et on obtient :

Ve >0, f'(x)= (21:—}—\/5\)/(51—1—4\/5)'
5. f(z) =V4a? -1

1 1
x Domaine de définition : La fonction f est bien définie si 422 —1 > 0 et ainsi Dy = } —00, —2} U [2, 400 [

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur ] —00,—5 [U] 3 400 [ comme somme, produit

et composée de fonctions dérivables car f est dérivable si 42 — 1 > 0.
4x

Viar? —1

* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(z) =

6. f(z) = ala]

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R* comme composée et produit de fonctions
dérivables car x # 0 afin que la valeur absolue soit dérivable.

T six <0

—2x siz <0 —x? siz >0
* Expression de la dérivée : pour tout = € Dy, f'(x) = car f(x) =
2 six>0 2

Correction 3. Avec des exponentielles et logarithmes.

1. f(z) = 2% = e*ln®
La fonction f est définie et dérivable sur R™ et on obtient : Vz >0, f'(z) =2 (Inz+1).

22

2. fla)=e 7
_g?
La fonction f est définie et dérivable sur R et on obtient : Vz € R, f/(z) = —ze™2".
3. f(z) =1In|z|

La fonction f est définie et dérivble sur R*. Comme il y a une valeur absolue, on étudie des cas :

* Siz >0, alors f(z) =1In(z) et f'(x) = %

-1 1
x Six <0, alors f(z) =In(—z) et f(z)=— = —.
—x
1
Ainsi, dans tous les cas, sur R*, on obtient que : f'(z) = —.
x

4. f(x) =In|(z% +1)3|
Comme 1+ 22 > 0, la fonction f est définie et dérivable sur R et la valeur absolue est inutile. Ainsi, on a :

VreR, f(x)=In(a?+1) et f(z) = —°

1422
¥ —1
. =1

La fonction f est définie et dérivable sur |1, +o00[ et on obtient : Vx > 1, f/(z) =

22"(1 +Inx)
(@ — e+ 1)’

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si x > 0 et Inxz # 0 & x # 1. Ainsi Dy =
10, 1[U]1, 4-o0].
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* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur Dy comme quotient de fonctions dérivables.

—1
* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(z) = z(In (2))?
r(In\xr

7. f(z) =In(Inx)

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si # > 0 et In (x) > 0. Ainsi Dy =]1, +o0o].

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur |1, +00[ comme composée de fonctions déri-

vables.
1

xln(x)

* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(z) =

8. f(x) = |In(x)]

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si z > 0 et Dy = RT™*.

x Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R™ \ {1} comme composée de fonctions
dérivables et car Inx # 0 pour que la valeur absolue soit bien dérivable.

I
- siz€)01] —In(z) siz €0,
* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(z) = ) car f(z) =
L Ty In(z) sizé€ll,-
x
Correction 4. Avec des fonctions trigonométriques.
2x
1. =t ——
f(w) = tan <1 + :U2>
La fonction f est définie et dérivable si x vérifie : Vk € Z, Hix? #* g + km. On obtient alors sur cet
x

ensemble : f/(z) = m (1 + tan? (ﬁ;))

2. f(x) = cos*x
La fonction f est définie et dérivable sur R et on obtient : Vo € R, f/(x) = —4sin () cos® ().

3. f(z) = (sin (x))e“s”

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.

* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions
dérivables.

* Expression de la dérivée : pour tout « € Dy, f'(x) = (cos () — sin? (z)) e=5°.
4. f(x) = sin (sin (sinx))

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie sur R et Dy = R.
* Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.
* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(x) = cos (z) X cos (sin (z)) X cos (sin (sinz)).

5. f(x) = cos (V)

* Domaine de définition : La fonction f est bien définie si z > 0 et Dy = R*.

x Domaine de dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R™ comme composée de fonctions dérivables
car x > 0 afin que la racine carrée soit bien dérivable.

—sin (v/7)
2\/x

* Expression de la dérivée : pour tout x € Dy, f'(z) =
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Correction 5. La fonction f est définie et dérivable sur | — a, a[. Le calcul de sa dérivée donne :

zlna

(a? —x2)m.

@) = VA x

Correction 6. Soit g € R fixé, et soit f une fonction définie au voisinage de x(y et dérivable en
ZQ.

On reconnait un taux d’accroissement : lim f@o+h) = flao) = lim f(@o+h) = f (o) = | f(xg)| car f est
h—0 h h—0 (1’0 + h) — X0

dérivable en xg. (On peut détailler en posant par exemple le changement de variable X = z — ).
On fait apparaitre deux taux d’accroissement :

fl@o+h) = flwo—h) _ flxzo+h)— f(xo) + fwo) — f(zo — h) _f($0+h)—f(950)+f(950)—f(350—h)‘

h h (l’o—i-h)—.f() a}(]—(aj()—h)
h) — — —h
Or f est dérivable en zy donc }lg% f(fio—:_ })L> _J;E:O) = f'(x0) et }L% f(ig)_ (iix—o M) ) = f(x0).
h) — —h
On en déduit que | lim f(@oth) = flo = h) =2f"(z0) |
h—0 h

II Etude de la régularité d’une fonction

Correction 7.

e La fonction f est de classe C' sur | — 1,0[U]0, 1] comme composée, somme et quotient dont le dénominateur

ne s’annule pas de fonction C*.
e Etude de la continuité en 0, point particulier :
On doit vérifier que la limite de f(z) quand z tend vers 0, x # 0 est bien égale a f(0) = 0. Soit = # 0,
x €] —1,0[U]0, 1], on a en utilisant la quantité conjuguée (la forme est sous cette forme indéterminée en 0)
1+z*—-(1—-2%) 2x
\/1+x2+\/1—x2) Vit et +V1—a?

@) =
o

On a ainsi levé I'indétermination et on obtient par somme et quotient de limites : loim7é0 f(x) =0. Ainsi la
z—0, =

fonction est bien continue en 0 et ainsi f est continue sur | —1,1][.

e Montrons que la fonction est dérivable en 0. Pour cela, on revient au calcul du taux d’accroissement. On a :

f@)—f0) Vi+a2Z—y1—a? 2
z—0 @’ VIta?+VI—a2
d’aprés le calcul précédent. On en déduit que lin% =1, donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
T—

e Montrons que la fonction f’ est continue en 0. Pour cela, il faut calculer f/'(z) pour z # 0, et calculer sa
limite en 0. On a pour tout z €] — 1, 1[\{0}

x(ﬁ—l—ﬁ)—(\/l—%xz—\ﬂ—x?)

2

f'(=)

V1422 -1 =22
221 — 221 + 22
2

VI= 221+ 22 (\/1—$2+\/1+m2).
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La dérivée n’est pas sous forme indéterminée en 0 et on obtient par somme, composée, produit et quotient
de limite : lir% f'(z) =1 = £(0). On en déduit que f’ est continue en 0, donc finalement que f est C! en 0.
T—r

e La fonction f est C* en 0 et elle est C'! sur | — 1,0[U]0, 1], donc elle est bien C* sur | — 1,1].

Correction 8.
1. e Domaine de définition : La fonction f est bien définie si et seulement si 1 — e 3% #£ 0 < 2 # 0. Ainsi
Dy =R*.
e Limite aux bornes :

2

* Limite en —oo : Par croissance comparée : lim z“e® = 0. Puis par propriété sur les somme,

T—r—00
composée et quotient de limites, on obtient que: lim f(z) = 0. La courbe C; admet une asymptote
T—>r—00

horizontale d’équation y = 0 au voisinage de —oo.

* Limite en 400 : lir_ir_l f(x) = 400 par propriété sur les somme, produit, composée et quotient de
T—>+00

limites. De méme : lim “——+ = +4o0. Et ainsi la courbe C; admet une branche parabolique de
direction asymptotique ’axe des ordonnées.

3x

* Limite en 0 : On utilise I’équivalent usuel de ’exponentielle et on obtient que : 1 — e~ ¥ 3zx. Ainsi

x
par quotient d’équivalent, on a : f(x) T3 car e’ > 1. Ainsi : lir% flx)=0.
T—

e Etude de la continuité : la fonction f est continue sur R* comme produit, composée, somme et quotient
de fonctions continues.
e Prolongement par continuité en 0 : on a montré que lin%) f(x) =0, donc la fonction f est prolongeable
—
par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Et en notant toujours f la nouvelle fonction ainsi obtenue, on
2,
x7e
—, stz #0
apour tout t €R: f(z) =4 1—e
0 six=0.
2. Etude de la dérivabilité : La fonction f est dérivable sur R* comme produit, composée, somme et quotient
de fonctions dérivables. 0 .
. ) — ze
Etude de la dérivabilité en 0 : On a pour tout x # 0 : f(@) = F(0) =1 .3
x —e
fl@)—f(0) 1

— 1
M ~ —. Ainsi on obtient que : lim ——————~ = _.
" 0 3 x—0 T 3

—. Toujours en utilisant I'équi-

valent usuel de la fonction exponentielle, on a :

1
Ainsi la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 3

On a donc que la fonction f est dérivable sur R.

Correction 9.
1. e Domaine de définition : La fonction g est toujours bien définie et ainsi on a : Dy = R.
e Limite aux bornes :

* Limite en 400 : Pour tout z > 0, on a: g(z) = 22 Inz. Ainsi, par propriété sur le produit de limites,
T

on a: lim g(x) = +00. De méme : lim & = +oo. Ainsi la courbe C; admet une branche
T—+00 r—+00 X

parabolique de direction asymptotique ’axe des ordonnées au voisinage de +o0.
* Limite en —oo : Pour tout < 0 : g(z) = ex. Ainsi par propriété sur la composée de limite, on a :

lim g(x) = 1. Ainsi la courbe C4 admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 au voisinage
T——00

de —o0.
2. e Etude de la continuité :
La fonction g est continue sur Rt* comme produit de fonctions continues. Elle est aussi continue sur
R™ comme composée de fonctions continues. Il reste donc a étudier la continuité en 0 :

lim g(z) = lim er =0 par propriété sur la composition de limite.
z—0~ z—0~
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lim g(z) = lim 22Inz =0 par croissance comparée.
z—07t z—07t

Ainsi, on a : hm g(x) = hm g(x) = g(0) donc la fonction g est aussi continue en 0.
—0-
Ainsi la fonctlon g est contlnue sur R.
e Etude de la dérivabilité :
La fonction g est dérivable sur R™ comme produit de fonctions dérivables. Elle est aussi dérivable sur
R™ comme composée de fonctions dérivables. Il reste donc & étudier la dérivabilité en O :

1
—g(0 @ 1
Pour tout < 0, on a : M S XeX en posant X = —. Comme lim X = —o0, on a
x x T z—0~
| N - . | g g0
par croissance comparée : lim XeX = 0. Et ainsi, on obtient que : lim =22 = 0. Ainsi la
X——o00 z—0~ X
fonction g est dérivable a gauche en 0 et g¢(0) = 0.
—q(0 —-g(0
Pour tout > 0, on a: M = /zInz. Ainsi par croissance comparée : lim+ M =0. Et
X z—0 X
—g(0
ainsi, on obtient que : lim+ M = 0. Ainsi la fonction g est dérivable a droite en 0 et g/,(0) = 0.
x—0 T

La fonction g est dérivable a gauche et & droite en 0 avec g,(0) = 0 = gg(O). Donc la fonction g est
dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.
Ainsi la fonction g est dérivable sur R.

Correction 10.

1. La fonction f est bien définie si et seulement si : In (z —2) # 0 pour tout £ > 2. Orona:Iln(x —2)=0<
z = 3. Ainsi Dy =RT\ {3}
2. e Limites aux bornes

.. . . A . 2_ . . .
x Limite au point de raccord 2 : Par continuité de la fonction x — e* ~3%+2 qui est bien continue sur

[0, 2] comme somme et composée de fonctions continues, on a: lim f(z) = f(2) = 1. De plus, pour
T2~

1
tout x > 2,ona: f(r)=z—1-— ﬂ Et par propriétés sur les sommes, composée et quotient
n(xr—
de limites, on obtient que : lim f(z) = 1. Ainsi, on a : lim f(z) = f(2) =1 = lim f(z). Ainsi
z—21 T—2~ r—21
la fonction f est bien continue en 2.

* Limite en 3 : Par propriété sur les sommes, composée et quotient de limites, on obtient que :

lim f(x)=+ooet lim+ f(x) = —oo. Ainsi la courbe C; admet une asymptote verticale d’équation
T3~ z—3
z=3.
1
* Limite en 400 : pour tout > 2, f(x) =x —1— ﬁ Ainsi par propriété sur les sommes,
n(r—
composée et quotient de limites, on obtient que : 1i1£1 f(x) = 400. On peut alors étudier la
T—+00
1
branche infinie. On a : lim z)—(x—1)= lim ————— = 0 par propriété sur les somme,
Jm f(z)—(z-1)= lm Iz —32) O Par prop

composée et quotient de limites. Ainsi la courbe C; admet la droite y = x — 1 comme asymptote
oblique au voisinage de +o0.

e Etude de la continuité de f :
La fonction f est continue sur [0, 2] comme somme et composée de fonctions continues. La fonction f
est continue sur |2, +00[\{3} comme sommes, composée et quotient de fonctions continues. De plus, on
a montré que la fonction f est aussi continue en 2. Ainsi la fonction f est continue sur R™ \ {3}.

e La fonction f est dérivable sur [0, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables. La fonction f
est dérivable sur ]2, +o0o[\{3} comme sommes, composée et quotient de fonctions dérivables. Etudions
la dérivabilité en 2 :

* La fonction f est dérivable sur [0, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables. Ainsi elle
est dérivable & gauche en 2 et f;(2) = (4 — 3) x eV = 1.

B — f(2 1
* HKtude de la dérivabilité a droite en 2 : pour tout > 2, on a : M =1- .
x—2 (x —2)In(x — 2)
En posant X = x — 2, on a par croissance comparée que : Xhm XInX = 0", Ainsi par propriété
—0t
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z)— f(2
sur les composée, quotient et somme de limites, on obtient que : lim M = —o0. Ainsi la

z—2+1 T —2
fonction f ;n’est pas dérivable & droite en 2 et elle n’est donc pas dérivable en 2. De plus le point

d’abscisse 2 est un point anguleux avec a droite une demi-tangente verticale.

Ainsi la fonction f est dérivable sur RT \ {2, 3}.

3. e On vient de voir que la fonction f est dérivable sur R™ \ {2, 3}. Le calcul donne pour tout z > 0, z # 2
(20 —3)e™ 3742 G0 <z <2

etz #3: fl(z) = 3 Pour tout > 2 : f'(z) > 0 comme somme de
\/§<21nx+1> six > 2.
deux termes strictements positifs car Inax > 0 car x > 2 et comme produit de deux termes strictement
positifs. Il reste a étudier le signe de f’ sur [0,2[. Comme une exponentielle est toujours strictement
positive, le signe de f’ ne dépend donc que du signe de 2z — 3. On obtient ainsi le tableau de variation

suivant :
x 0 3 2 +
5 00
f(x) - 0 + +
62 +00
_1
e 4
o A faire.
4. On a
e La fonction f est continue sur [%, 2] comme somme et composée de fonctions continues.

e La fonction f est strictement croissante sur [%, 2]
o« [ =cren f(2)=1
Ainsi d’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f est bijective de [2,2] sur [e”

29
5. e Ona:f!: [efi,l]%[%ﬂ].

el

1.

. _ . _1 S , . . .
e La fonction f L est continue sur [e”1,1] comme bijection réciproque d’une fonction continue.
e Tableau de variation :

)
o
|
N
—_

! /

3
2

e Etude de la dérivabilité de f~' : Pour cela on va utiliser le théoréme de la dérivabilité d’une fonction
réciproque et il faut donc commencer par regarder les points d’annulation de f’. Or on a sur [%, 2] :

3
)y =0 2= 7 De plus on a : f(3) = e~1. Ainsi, on a

3

x La fonction f est dérivable sur |5, 2] comme somme et composée de fonctions dérivables.

* Pour tout x €]3,2] : f'(z) # 0.

Ainsi d’aprés le théoréme de dérivabilité d’une fonction réciproque, f~! est dérivable sur ]67%, 1].
e A faire.

6. Comme on a déja montré que la fonction f est bijective de [%, 2] sur [efi, 1], on sait que :

vee (S 2 Vyele ) y=f(z) o r= ).

5)
Orona:y= f(z) & 2232 +2—Iny = 0 car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
R™. Ainsi, on doit résoudre une équation du second degré en z. Ona A =1+ 4lny. Or y € [efi, 1] donc
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3—+v1+4lny
3 2 |
Mais comme = € [§ 2] et que 0 < A <1, on a que 3 <z <2et1 < a9 < —. Ainsi seule la solution

27 2
3++v1+4ny
2

. Et ainsi, on a pour tout

0 < A <1 et en particulier il existe deux solutions qui sont : 1 =

3++v1+4ny
fet T2

w

x1 convient. Ainsi, on vient de montrer que : y = f(z) & =z =

Al fly) = 3+\/12+41ny.

N

y € le

IIT Utilisation des théorémes liés a la dérivation

Correction 11. Théoréme de Rolle :
Ici I'idée est de voir que grace au théoréme de Rolle appliqué entre chacun des zéros, on arrive a trouver un zéro
de moins a chaque dérivée de la fonction. On raisonne par récurrence : montrons par récurrence sur k € {0,...,n}
la propriété Py : f*) s’annule au moins n + 1 — k fois.

e Initialisation : par hypothese, f(©) = f ’annule n + 1 — 0 fois donc Py est vraie.

e Hérédité : soit k € {0,...,n—1} fixé, on suppose Py vraie, montrons Py vraie. Par hypothés de récurrence,
f(k) s’annule n + 1 — k fois : on note zg,x1,...,Znr1- les zéros distincts de f(k) sur ]a,b[ dans l'ordre
croissant xg < 1 < -+ < Tp41—k. Pour tout i € {0,...,n — k}, on note I; Uintervalle I; = [z;, x;11]. D’aprés
le hypothéses énoncées sur f, on sait que, pour tout ¢ € {0,...,n —k}, on a :

* f) est continue sur I; = [T, Zit1]

* fF) est dérivable sur i, v [

*x f(z;) = f(zit1) (et cela vaut 0)
Ainsi, d’aprés le théoreme de Rolle appliqué a la fonction f*) sur lintervalle I;, on sait qu’il existe ¢; €
J2i, zis1] tel que (F#))(¢;) = f* 1 (¢) = 0. Comme le théoréme s’applique & tous les intervalles I; avec
i € {0,...n — k} et que tous ces intervalles sont disjoints, on obtient que la fonction FED admet n — k =
n+1— (k+ 1) zéros distincts dans l'intervalle ]a, b[. Donc Py est vraie.

Ainsi on a montré que Py est vraie pour tout k € {0,...,n}, en particulier P, est vraie, et on a bien montré que
la fonction f(™ admet un zéro. Correction 12. Supposons que P soit un polynéme de degré n. Comme toutes

ses racines sont réelles et simples, on sait qu'il existe x; < x9 < - -+ < x, tel que pour tout i € [1,n] : P(z;) =0. I
s’agit alors d’appliquer le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [x;, x;41]. Faisons le par exemple pour [z1, z9] :

e La fonction P est continue sur [z, z2] comme fonction polynome.

e La fonction P est dérivable sur |1, x2[ comme fonction polynéme.
Ainsi d’aprés le théoréme de Rolle, on sait qu’il existe y; €]x1, 22] tel que P'(y1) = 0. Ainsi on a trouvé une racine
réelle de P’. En itérant le raisonnement sur chaque intervalle [x;, 2;11], on trouve ainsi : y; < y2 < -+ < y,—1 racines

réelles de P’. Ainsi on a trouvé n — 1 racines réelles dinstinctes de P’. Or comme deg P = n, on adeg P’ =n—1 et
on a donc trouvé toutes les racines de P’. Ainsi les racines de P’ sont bien toutes réelles et simples. Correction

13. On pose la fonction f(x) = 2™ + pz + q et on étudie les zéros de f.

e Cas 1 : n est pair :
On suppose par ’absurde que f admet au moins trois racines distinctes sur R. Soit par exemple a, b et ¢
trois de ses racines distinctes avec a < b < ¢. On applique alors le théoréme de Rolle & la fonction f sur les
intervalles [a, b] et [b, c¢|. En effet, on a :

* la fonction f est continue sur [a, b] (respectivement sur [b, ¢|) comme fonction polynéme

* la fonction f est dérivable sur ]a,b[ (respectivement sur |b, ¢[) comme fonction polynéme

*x f(a) = f(b) (respectivement f(b) = f(c))
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Ainsi, d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a la fonction f sur Uintervalle [a, b] puis [b, ¢], on sait qu'il existe
A €la,b| et C €]b, [ tel que f'(A) =0 = f/(C). Ainsi, on vient de montrer que si f a au moins trois zéros
alors f’ a au moins deux zéros. Or, on a

Ve eR, f'(z)=naz""'+p.

Ainsi, on a
flla)=0sa" =2,
n
1

Or, si n est pair alors n — 1 est impair. De plus, la fonction x — x™* avec n — 1 impair est bijective sur

n—1 _

. . . p . . . . .
R tout entier donc I'équation x —= admet une unique solution. Ainsi, f’ ne peut pas avoir au moins

deux zéros. Contradiction. Ainsi, on a bi%n montré que f a au plus deux racines.

e Cas 2 : n est impair :
On refait le méme type de raisonnement. On suppose par I’absurde que f admet au moins quatre racines
notées par exemple a < b < ¢ < d. On applique alors le théoréme de Rolle & la fonction f respectivement sur
les intervalles [a, b], [b, c] et [c, d]. Ce théoréme nous donne ainsi 'existence de trois racines A €la, b[, B €]b, |
et C €]c, d[ distinctes (car les intervalles sont disjoints) de f’ : f(A) = f/(B) = f(C) = 0. Or une racine de
f! vérifie : 2" = —% avec n — 1 pair car n est impair. Ainsi, on a

e Sip> 0 alors —p < 0 et comme n — 1 est pair, il n’y a aucune solution.

e Si p =0 alors il y a une unique solution qui est 0.

e Sip<0alors —p >0 et il y a alors exactement deux solutions sur R.

Ainsi, dans tous les cas, il y a au plus deux solutions. Contradiction avec nos trois solutions. Ainsi, ce
raisonnement par 1’absurde prouve bien que ’équation z™ + px + ¢ = 0 a au plus trois solutions si n est
impair.

Correction 14. Un exemple d’utilisation du théoréme d’une fonction continue sur un segment.

1. D’aprés les hypothéses sur la fonction f, on sait que f’ est continue sur le segment [0, 1] car f est C! sur ce
segment. Ainsi, d’aprés le théoréme sur les fonctions continues sur un segment, on sait que f’ est bornée et
atteint ses bornes. En particulier, on sait donc qu'il existe un réel d € [0, 1] tel que f’(d) est le minimum de
la fonction f’ sur [0,1]. On a donc par définition d’un minimum :

Vo €[0,1], f'(z) > f'(d).

Mais par hypothése sur f/, on sait que f’ est strictement positive sur [0, 1] et ainsi, on en déduit que f'(d) > 0.
Donc en posant a = f’(d), on a bien a > 0 et on a bien aussi :

vz €[0,1], f'(z)>a.

2. Soit z € [0, 1] fixé.
On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f sur I'intervalle [0, z]. On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] (par hypothése)
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ (par hypothése)

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe un réel ¢ €]0, z[ tel que

fl@) = f(0) =zf'(c).

Comme f(0) = 0, cela revient a : f(z) = zf'(c). Or, on sait de plus que : f'(¢) > a et comme = > 0, on
obtient bien que :
f(z) > ax.

Correction 15. On pose la fonction h = g — f. D’aprés les hypothéses faites sur f et sur g, on a
e hest C? sur [a,b]
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e h(a) =h(b) =0

e 12 >0.
On veut montrer que h est toujours négative sur [a, b]. Pour cela, on cherche a étudier les variations de h.
Comme h(?) est positive sur [a,b], on sait que la fonction ' est croissante sur [a,b]. De plus, on a :

e h est continue sur [a, b]

e h est dérivable sur ]a, b|

e h(a) = h(b).
Donc d’aprés le théoréme de Rolle, on sait qu'il existe ¢ €]a,b] tel que h'(c) = 0. Comme h’ est croissante, on a
donc : h' est négative sur [a, c] et b’ est positive sur [c, b].
Ainsi, on obtient les variations suivantes pour la fonction h :

Donc la fonction h est bien toujours négative sur [a, b] et on a donc bien démontré que :

Vr € [a,b],  g(x) < f(z).

Correction 16. Pour montrer des inégalités une des méthodes possibles est d’utiliser le théoréme des ac-
croissements finis.

1. On fixe a et h deux réels tels que 0 < a <a+h < T On applique le théoréme des accroissements finis a la
fonction f: z — f(x) = sin(x) sur l'intervalle [a,a + h]. On vérifie les hypothéses :
e La fonction f est continue sur [a,a + h| car elle est C*° sur R
e La fonction f est dérivable sur ]a,a + h[ car elle est C* sur R

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a,a + h[ tel que
fla+h)=f(a)+ (a+h—a)f'(c) & sin(a+ h) —sin(a) = hf' (z) & sin(a + h) — sin (a) = hcos ().

T
Mais on sait de plus que 0 < a<c<a+h < 5 et la fonction cosinus est strictement décroissante sur cet

intervalle ainsi on obtient que
cos (¢) < cos (a).

Finalement, comme h > 0, on obtient bien que : ‘sin (a + h) < sin(a) + hcos(a). ‘

2. Montrons que ¥x > -1, In(1+x)<x:
Soit x > —1 fixé. On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f : ¢ — In(1+1¢) sur
I'intervalle [0, z] ou [z, 0]. On vérifie les hypotheéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] ou [z, 0] car elle est C*° sur | — 1, +00[
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ ou ]z, 0[ car elle est C* sur | — 1, +00]

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris entre 0 et x tel que

f@) = F0) =wx f1(e) & (1 +a) = T

On doit alors distinguer deux cas selon que £ > 0 ou —1 < 2 < 0 (le cas ou = 0 marche car : In(1+z) =
In(1)=0et 0<0).
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e CAS1:sizxz>0:

Onaalorsque:0<c<z e 1<1+4+c¢<1+4xetdoncen particulierona:1<1l+c& < 1 car

1+4+c¢
la fonction inverse est strictement décroissante sur R™ et tous les termes sont bien strictement positifs.

x
Enfin comme x > 0, on obtient en multipliant I'inégalité par z : Tre <z < In(l+zx)<xcar d’aprés
c

le théoréme des accroissements finis, on sait que : In (1 4 z) =

e CAS2:si—-1<x<0:
Onaalorsque:z<c< 0« 1+x<1+c<1etdoncen particulierona:1l4+c<1<

1+c

> 1 car

1+¢
la fonction inverse est strictement décroissante sur R™ et tous les termes sont bien strictement positifs

(car 14+ ¢ > 1+ x > 0 car par hypothése z > —1). Enfin comme x < 0, on obtient en multipliant

x
I'inégalité par x : Tre <z < In(l+42) <z car d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait
c

T
cIn (1 = .

que : In(1+x) T+e

Ainsi on a bien montré que dans tous les cas, on a : ‘ln (I1+z) <z ‘

3. Montrons que Vx>0, (1+x)*>1+ax aveca>1:
Soit x > 0 fixé.
On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f : ¢ — (14¢)® sur l'intervalle [0, z]. On vérifie
les hypothéses :
e La fonction f est continue sur [0, z] car elle est C*° sur | — 1, +o0l.
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ car elle est C* sur | — 1, +o0].

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que
fx)—fO)=zf(c) & (1+2)*—1=az(l+c)* L

On encadre alors la dérivée f/'(¢) etona:0<c <z < 1< 1+c< 14z donc en particulier on obtient que :
1+ c > 1. De plus la fonction ¢ — t*~1 est strictement croissante sur R™ car o > 1 (en effet cette fonction
est dérivable et sa dérivée est la fonction : ¢ +— (o — 1)t*~2 qui est bien strictement positive sur R*™* comme
produit de deux termes strictement positifs car o > 1). On obtient donc que : (1+¢)*~! > 1 par composition
par une fonction strictement croissante. Puis comme az > 0, on obtient que : az(1 + ¢)* ! > az. Ainsi,
comme d’aprés le théoréme des accroissements finis on a : (1 + 2)* — 1 = ax(1 + ¢)* !, on vient donc de

montrer que : (14 2)* —1 > ax et ainsi on a bien que : ‘ 1+2)*>1+ ax. ‘

4. Onﬁxe$€}0,g{.

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f: t +— f(t) = tan (¢) sur 'intervalle [0, z].
On vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [0, z] car elle est C*° sur [0, g{
e La fonction f est dérivable sur |0, z[ car elle est C*° sur [O, g [

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, z[ tel que

T
cos? (c)’

f(z) = f(0) = zf'(c) & tan (z) = z(1 + tan® (¢)) =

On a tout de suite : 1+ tan? (¢) > 1 et comme z > 0, on obtient déja que

x < tan (z).

. ™ . . . P
De plus, on sait que 0 < c < z < 5 Comme la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, —], on

obtient que
cos (¢) > cos ().
T
Comme les deux termes sont positifs car le cosinus est positif sur [0, 5}, on a : cos? (c) > cos? () puis
1 1
<
cos? (¢)  cos? (x)

. Comme x > 0, on obtient ainsi

X

tan () < o (2)’
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T
cos? (x)’
5. Montrons que Y(x,y) €] —00,0]?, |eX—e&Y|<|x—y]:

Soit (x,y) €] — o0, 0]? fixeé.

On applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f : ¢+ e’ sur 'intervalle [z,y] ou [y, z]. On

vérifie les hypothéses :

On a donc bien finalement que : |0 < tan (x) <

e La fonction f est continue sur [z,y] ou [y, x] car elle est C*° sur R
e La fonction f est dérivable sur |z, y[ ou |y, z[ car elle est C*° sur R

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris entre x et y tel que
@)= F) = (@ =) f'(0) & ¢ — ¥ = (@ — y)e.

On passe alors & la valeur absolue et cette inégalité devient :
e —e¥| = |z —y[ x [e] & | —e’| = o —y| x €

car e > 0.

Il reste alors & encadrer la dérivée. Comme (z,y) €] — 00, 0]* et que ¢ est compris entre x et y, on en déduit
en particulier que : ¢ < 0 < €€ < 1 en utilisant le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante
sur R. Puis en multipliant par |z —y| > 0, on obtient que : |z —y| X e < |z —y|. Or le théoréme des
accroissements finis nous a permis de montrer que : |e* — e¥Y| = |x — y| X €. Ainsi on vient bien de prouver

]2

que:‘|e$—ey|§\x—y\.‘

Correction 17. On pose f la fonction associée & la suite définie par récurrence : f(z) = v/12+ 2. On a en
particulier que D = [—12, 400].

1. e On montre par récurrence sur n € N la propriété
P(n): vy, est bien défini et v, € [0,4].

e Initialisation : pour n =0 :
Par définition de la suite, on sait que vg = 1. Ainsi, vy est bien défini et vg € [0,4[. Donc P(0) est vraie.
e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie a ’ordre n, montrons qu’elle est vraie & ’ordre
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que v, est bien définie et que v, € [0,4[. On a alors :

* vy, est bien définie et v, € [0,4[C Dy. Ainsi f(v,) existe et donc v,41 existe.
* Comme v, € [0,4], on a : 124, € [12,16] et la fonction racine carrée étant strictement croissante,
on a: /12w, € [V12,4[C [0,4[. Ainsi, on a bien v, € [0,4].
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N v,, est bien défini et que

VneN, wv, €04

2. On reconnait une inégalité type TAF. Pour cela, il suffit de remarquer que 4 est point fixe de f : en effet
f(4) = v/16 = 4. On applique donc le théoréme des accroissements finis a la fonction f entre v, et 4. On
vérifie les hypothéses :

e La fonction f est continue sur [v,,4] (ici on sait que v, < 4)
e La fonction f est dérivable sur Jv,,4[.

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, on sait qu'il existe ¢ €|vy,, 4] tel que
f(4) - f(vn) = (4 - 'Un)f,(c) S4d—vpp = (4 - Un)f,(c)'
1

2v12+¢
Or : 2¢/12 = 44/3 > 4 et ainsi, on obtient que :

. Or on sait que ¢ > v, > 0 donc 12+c¢ > 12
1 - 1
2V/12+¢  2V12

Il reste alors a majorer la dérivée f’(¢). Or,ona: f'(c) =

et ainsi :

1 1 1
< . < —. Puis,
2v12+c¢c 212 4
comme 4 — v, > 0, on a bien que

1
4_1}n+1<1<4_vn)-
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3. Comme v, < 4, on a donc que, pour tout n € N :

1
0<4_Un+1<1(4-_vn)-

Par itération, on conjecture que, pour tout n € N, on a :

1\" 1\"
0<4—vn<<4> (4—@0)@0<4—vn<3<4> .

Il faudrait montrer ce résultat par récurrence.

1 n
Puis, ensuite, comme —1 < 1 < 1, on sait que lirf (> = 0 et ainsi d’aprés le théoréme des gendarmes,
n—-+0oo

on obtient que la suite (v,)nen converge et qu’elle converge vers 4.

Correction 18. Série de Riemann

1. Soit n € N* fixé. On va appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f : x +— In(z) entre
[n,n + 1]. On vérifie les hypothéses :

* La fonction f est continue sur [n,n + 1] comme fonction usuelle.

* La fonction f est dérivable sur |n,n + 1] comme fonction usuelle.

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €ln,n + 1] tel que :

Fn+1)— f(n) = (n+1—n)f'(c) & In(n+1) —In (n) = —.

c
. . L . 1 1
Mais on sait que ¢ €]n,n + 1] et la fonction inverse est décroissante sur R™ donc : I < p < o On
obtient donc bien ]
] <In(n+1)—In(n) < -
2. Soit n € N*. D’apreés 'inégalité précédente, on sait que, pour tout k € {2,...,n}, on a :
1
In(k+1)—In(k) < z <In(k) —In(k-1).
Ainsi, en sommant ces inégalités pour k allant de 2 & n en obtient :
> (n(k+1)—In(k) < Z% <> (n(k)—In(k-1)).
k=2 k=2 k=2
Comme les sommes sont télescopiques, on obtient :
In(n+1)—In(2)<u,—-1<In(n)—0<Inn+1)—In(2)+1<wu, <In(n)+1.
On a donc :
In(n+1)—In2+1 o Un_ In(n)+1
In (n) “In(n) = In(n)
1 1 1 1 1
Commewzl—k ,ona: lim le.Deméme,ona:
In (n) In (n) n—too In(n)
In(n+1)—In24+1 ln(n+1)+1—ln(2) ~In(n)+In(14++) 1-In(2) +ln (1+1) 1-m(2)
In (n) ~ In(n) In(n) In (n) In(n) In (n) In (n)

| 1)—In2+1
Ainsi, on a aussi :  lim n(n+1)—In2+

= 1. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, on obtient
n——+oo In (n)

li =1 n ~ 1 .
n—1>I—|I—100 In (n) cu +00 n (n)

On obtient ainsi que lim wu, = +o0.
n—+0o00
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3. On refait le méme type de raisonnement.

e Soit n € N* fixé. On va appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f: z > 2!~

I'intervalle [, n + 1]. On vérifie les hypothéses :

sur

* La fonction f est continue sur [n,n + 1]
* La fonction f est dérivable sur |n,n + 1]

Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €Jn,n + 1] tel que
fn+1) = f(n)=(n+1-n)f(c) & (n+ 1) =n'"* = f'(c).

11—«
Ca

Or,ona: f'(c)=(1—a)c® = . Comme on sait d’aprés le théoréme des accroissements finis que

1 1
cen,n+1]etquew>0,ona: ——— < — < —. Puis comme « €]0, 1], on sait que : 1 —a >0
(n+1)* ¢ no
et ainsi on obtient que :
1-— 1-— 1-— 1-— 1-—
@ 2T T o 2 o)l gl 278

(n+1)~ c® ne (n+1) ne

e On en déduit un encadrement du terme v,,. En effet, I'inégalité ci-dessus donne pour tout k € {1,...,n}:

—

1
(l{} + 1)1—a _ kl—a < I

< (k) — (k-1

Il s’agit alors de sommer ces inégalités pour k allant de 2 a n :

n

D+ D) kT <o, 1<) R = (k1)
k=2 k=2

Comme elles sont télescopiques, on obtient
n+D)> -2 1<y, <™ —1+1e m+D -2 11 <o, <nl

On conjecture que 1’équivalent va étre n'~. Pour le montrer, on divise tout par n'~® > 0 et on obtient

que :
IN'7® 12l
<n+ ) +— <O,
n

n —a nl—a

n+1\"" 1-2-¢
Comme on a bien que : lim < ) + —5—— =1, on obtient par le théoréme des gendarmes
n—+00 n niTo

que
-«

lim o =1ev, ~n
n—+4oo Nt % “+o0

e Calcul de la limite :

Comme 1 —a >0,ona: lim v, =-4o0.
n—-+o0o

IV Calculs de dérivées n-iémes

Correction 19. Dérivées de composées :

e La fonction g est de classe C° sur R comme composée d’une fonction polynomiale et de f, fonction C*° sur
R. De plus, on a
Vr €R, ¢'(x)=2xf(z?).

e Le calcul donne
vz eR, ¢ (z)=2f"(a?) + 422 (2?).
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e On redérive et on obtient
vz eR, ¢®(x)=120®(2?) + 823 O (2?).
e La fonction h est de classe C*° sur R* comme composée de la fonction inverse et de f, fonction C*° sur R.
De plus, on a
—1 1
Ve e R*, h(x)=-—5h[-].
reR W)= (2
e Le calcul donne ) . ) .
veeRY, hP@) == (=)+=r@(=).
a3 T x4 T
e On redérive et on obtient

x —6 1 1\ —6 1 1
R 10w =2 (1) (5) % e (5):

Correction 20. Linéariser f(z) = cos® (x) et en déduire I'expression de la dérivée n-iéme de f pour tout n € N.
e Linéarisation de f(x) = cos® (z) :
On utilise la formule d’Euler et on obtient que :

cos (3x) + 3 cos (x) '

2 4

1T —iz\ 3
1 . . . .
COS3 (1:) _ <€ +e > _ g [e3zm + 3el® + 3¢~ + 6—3zm] —

e La fonction f est de classe C'°° sur R comme composée de fonctions de classe C°. Ainsi il existe bien sur R
des dérivées successives a tous les ordres.
e Calcul de f(™ pour tout n € N :
On a pour tout = € R : £ (z) = i [g(") (z) + 3™ (x)} avec g(x) = cos (3z) et h(x) = cos (x).
De plus, on peut montrer par récurrence que
vz € R, h™(z) = cos (x + n%) g™ (z) = 3" cos (33: + ng)

Ainsi on obtient que :

Vr € R, f(n) () = Z {3”_1 cos (336 + n%) + cos (:Jc + ng)}

Correction 21. Calculs de dérivées n-iémes de fonctions :

1
1. =5
* La fonction f est C* sur R\ {—1,1} comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.
1
% On peut commencer par remarquer que 2> — 1 = (z — 1)(x + 1) et ainsi, on a : f(z) = ————.
p p quer q ( )( ) f() CES Y

On cherche a transformer cette expression grace & une décomposition en éléments simples. On cherche
deux réels a et b tels que :

a . b
xr—1 x+1

Vee R\ {-1,1}, f(x)=

En mettant sur le méme dénominateur et en identifiant, on obtient que

vz eR\{-1,1}, f(z)= 2($1_ 5 - 2(I1+1).

Ainsi, d’aprés la somme de dérivées successives, on obtient que

VneN, VzeR\{-1,1}, f(")(a:) = % (g(”)(:r;) — h(”)(:l:)>
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1 1 . . . :
avec g(x) = 1 et h(z) = oo Les dérivées n-iéme de ces fonctions sont & connaitre et a savoir
T — x

retrouver trés rapidement. On conjecture une formule en calculant les premiéres dérivées n-iéme, formule
que 'on démontre par récurrence. Les calculs donnent :

B () _ _(=1)"n! () () — (D"t
vn € N7 VJZ‘ € R \ { ]-7 1}7 g (.f) (ZL‘ . 1)n+1 et h (‘T) ($ + 1)n+1 !

Ainsi, en sommant, on obtient que
VYneN, VxeR\{-1,1}, [f"(x) 9 (-1 (zr1)nH )

2. g(z) = 2% — In(x — 2) + He™*
* La fonction g est C* sur ]2, +o00[ comme somme et composée de fonctions C*.
* On a, par sommes de dérivées n-iémes : g™ (z) = fl(n) (x)+ f2(n) (x)+ fén)(x), avec fi(z) = 2°, fo(z) =
In(x — 2) et f3(x) = 5e~*. Les dérivées n-iéme de ces fonctions sont & connaitre et a savoir retrouver

trés rapidement. On conjecture une formule en calculant les premiéres dérivées n-iéme, formule que ’on
démontre par récurrence. Les calculs donnent, pour n > 1 :

f(n)(x) = 1)" 1!

Correction 22. Calculs de dérivées n-iémes de fonctions :
1. f(x) =23
* La fonction f est de classe C* sur R comme composée et produit de fonctions de classe C*° sur R.

* Comme c’est un produit de fonctions usuelles, on utilise la formule de Leibniz et on obtient, en posant

pour tout z € R, u(z) = 23 et v(x) = ™% :

vneN, veeR, ()= kZO <:> u® (@) (@),

Or on a
Ve e R, u'(z) =322, uP(2) =6z, u®(z) =6 et Vk>4, u¥(z)=0.

De plus, on a :
Vo eR, v'(z)=—e, v@ (@) =", v®(z) = —e .

Ainsi, on peut conjecturer que
Vn €N, Vz e R, v (z) = (=1)" 7.

On obtient alors, pour tout x € R et tout n € N

0@ = 3 (1)u @)

k=0
-1
— x3(_1)n€—:v+3nx2(_1)n—16—z+ TL(TL2 )

= (=1 (2% — 3nz? + 3n(n — 1)z — n(n — 1)(n — 2)).

6z(—1)"2e " +

2. f(z) = (2% + 1)sinz

* La fonction f est de classe C*° sur R comme produit de fonctions C*° sur R.
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* C’est un produit de deux fonctions, on utilise alors la formule de Leibniz. On obtient pour tout n € N
et pour tout x € R :

9@ =3 (M) u® @9 (),
> ()

en posant u(z) = 1 4+ 22 et v(z) = sin (z). On a alors pour tout € R :
u'(z) =22 uP(z) =2 et vk >3, u®(z) = 0.
De plus, il faut connaitre les dérivées successives du sinus et qui sont
Ve € R, Yk € N, sin®(z) = sin (x n kg)

On obtient ainsi pour tout = € R et pour tout £ € N

@) = 3 () )u@et )

k=0

= (1+ 2% sin (az+ng> + 2nx sin <x+ (n— 1)%) +n(n—1)sin <x+ (n— 2)%)

- Inx

3. flr)=—5
fla) =
x La fonction f est de classe C® sur R™ comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de
fonctions de classe C*° sur cet ensemble.
1
* On peut voir f comme le produit de u(r) = Inz et de v(x) = —;. D’aprés la formule de Leibniz, on
x
obtient ainsi .
n
V> 0,vneN, fO@)=3" < )u(’“’(w)v("’“)(w).
k
k=0
On calcule donc les dérivées successives de ces fonctions. Pour le logarithme, on a vu dans le cours (a

savoir refaire) que :
(—=D)k+1(k —1)!

Vo > 0,Vk € N* - u®) (z) = po:

Pour la fonction v, on commence par calculer ses premiéres dérivées puis on conjecture la formule :

=2

| —4!
Vo >0, o(z)= W@ (z) = 2 O (g) = 2

x3 x4 x®
Ainsi, on peut conjecturer la formule suivante qu’il faudrait démontrer par récurrence :

(—1)%(k + 1)!

Vk e N, Vz >0, v¥)(z) = o

On obtient alors, pour tout z > 0 et pour tout n € N*

—D"n+1) &/ (=D k= 1)(n—k+1)!
()(+)+Z<>()( ! +1)

F(@) = In(x) 22 k ;)

k=1

(=) (n+1)! (1)t & n!

= In(z) X (k—1)(n—k+1)!

nt2 at? = kl(n —k)!
(=) (n+1)! (=)l n—k+1
= In(z) o2 R Z k
k=1

4. f(x) =2 1lnz

x La fonction f est de classe C*° sur R™ comme produit de fonctions de classe C™.
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* La fonction f est le produit de la fonction u : x + u(z) = 2"~ ! et de la fonction v : z + In(x). Par
la formule de Leibniz, on a, pour tout > 0 et pour tout p € N :

P (2) = Z (i) u® ()0 @R ().
k=0

Calculons les dérivées k-iéme de u :
Pour tout £ > n, on a : u(k)(:c) = (0 car u est une fonction polynomiale de degré n — 1.
Soit alors k € {0,...n — 1}, on obtient :

(z)=(n—12"? u@@)=mn-1)n-2)2""2 @) =n-1)(n-2)n-3)z""
On peut donc conjecturer que si k € {0,...n — 1}, on obtient :

_ (n_l)l n—k—
u® (z) = mgg k=1

Calculons alors les dérivées k-iéme de v :

Ona: ) ) 5
— 2 - 3 —
v (z) = - v (2) o v () = et
On conjecture ainsi que
—1)F 1k —1)!
Vk>1,Vz >0, o ()= (=1) a;’g )

Calculons alors les dérivées successives de f :

— CAS1:sip<n-—1:
On a alors

(=D (DR p— k= 1)
(n—Fk—1)! Pk

p—1
®(z) = u®(2)In(z p
@) = e+ s (§)

-1
(n—1)! n—p—1 - —1p p k1. (p— k1)
= — 1 — Dlg™? —1)? D e —
mop-n®  mEEmo kz_o )T 1)
Ici, on a sorti de la somme la cas particulier k& = p car cela correspond a v(©) et la formule des
dérivées k iéme de v ne s’applique pas pour k = 0.
— CAS2:Sip>n:

Alors la somme s’arréte & n — 1 car au-dessus, les dérivées k iéme de u s’annule. On obtient ainsi

P\ =D (CD k1)
Z()( |

7@ k) (n—k—1) wpF

k=0

= (n— l)lxn—p—1 nil <Z> (p_k:?)!!(l)p—k—l'

k=0

Correction 23. Etude de dérivées

n-iémes :
m
1. La fonction tangente est de classe C* sur Dy = R\ {Vk € Z, 5 + k7m} comme quotient de fonctions C*°
dont le dénominateur ne s’annule pas.
2. Calcul de ses dérivées n-iéme :

e On montre par récurrence sur n € N la propriété

P(n): fest de classe C" sur Dy et il existe un polynéme P, tel que : Vo € Dy, F™(z) = P,(tan ).
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e Initialisation : pour n =0 :
La fonction tangente est bien continue sur Dy.
D’un c6té, on a: f(O(z) = tan z et de I'autre coté, on a : Py(tan z). Il suffit donc de prendre le polynome
Py = X qui convient bien. Ainsi, P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction tangente est de classe C™ sur Dy et qu’il
existe un polyndéme P, tel que

Vo € Dy, F™(z) = Py(tan ).
* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur Dy comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas.

* On dérive et on obtient alors :
Vx € Dy, fOtY(2) = P! (tanz) x (1+ tan? ).

Si on pose P,y1 = (1 + X?)P!. Cest bien un polynoéme car 1 + X? est un polynéme, P’ est un
polynoéme car c’est la dérivée d’un polynéme et la somme de deux polyndémes est un polyndme.
Ainsi, P,y est un polynéme et on a bien

Va € Dy, fOH ) (2) = Py (tan ).

x Cette fonction f(™*1) est bien continue sur Dy et donc f est bien de classe C™t1! sur Dy;.

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que la dérivée n-iéme de la fonction tangente est bien
de la forme P, o tan avec P,, polynéme.

3. Degré et coefficient dominant de P, :

e Le calcul des premiers polynomes de la suite donne : Py = X, P, = X2+ 1, P, = 2X3 42X, Py =
31X1 4+ 6X2.

e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n + 1 et a, = n! avec a,, coefficient dominant de P,.

* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, =n+1, a, =nl.

* Initialisation : pour n =0 :onavuque Pp = X doncona:degPp=1=0+1¢etap=1=0.
Donc P(0) est vraie.

* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie a
I'ordre n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = n!X"*! 4+ T avec T € R,[X]. De
plus, on sait que P,11 = (1 + X?2)P! donc on obtient que : P11 = (1 + X?)((n + )X+ T') =
(n+ 1DIX"2 4+ Ravec R= (n+ 1)!X" + (1+ X?)T". Et R € R,,+1[X] par propriété sur le degré
d’une dérivée, d'un produit et d'une somme de polynémes. Ainsi on a bien que : deg P11 =n + 2
et ap+1 = (n+ 1)!. Donc P(n + 1) est vraie.

* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P,, = n+1 et le coefficient
dominant de P, est n!.

Correction 24. Etude de dérivées n-iémes :

1. La fonction f : x est de classe C'°° sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne

1+ 22
s’annule pas.
2. e Montrons par récurrence sur n € N la propriété
P(n): fest de classe C™ sur R et il existe un polynéme P, tel que Vz € R, f™(z) = _Palo)
. p y n q ) - (1 + 1:2)”4,1 .

e Initialisation : pour n =0 :
La fonction f est bien continue sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas.

1 P,
D’un coté, on a : f©) (z) = = . j—(fi)z
et P(0) est vraie.

et de 'autre coté, on a : Ainsi, le polynéme Py = 1 convient

2
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e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose que la propriété est vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie
au rang n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C™ sur R et qu’il
existe un polynéme P, tel que

P,(z)

VzeR, f"(z)= At 22y

* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas.

* On dérive et on obtient pour tout x € R :

_ P(z)(1+2?)" —22P,(z)(n+ 1)(1+2?)"  Ph(z)(1+ 2?) — 2z(n + 1) Py
- (1 + 22)2n+2 - (14 2)n+2

e @) = (1) (@)

Ainsi, si on pose P11 = (1 + X?)P! —2X(n + 1)P,, on a bien que P, 1 est un polynéme comme
produit et somme de polynéme et on a bien que

PnJrl(x)

Vo eR, f(z) = At 22y

* Cette fonction f("+1) est bien continue sur R et donc f est bien de classe C"*! sur R.

e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, il existe P,, polyndéme tel que

P,(x)

vz eR, fM(z)= At 22y

3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynémes de la suite donne : Py = 1, P, = —2X, Py = 6X2 -2, Py = —24X341T.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P, = n et a, = (—1)"(n + 1)! avec a,, coefficient dominant de P,.
* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, =n, ap, = (—1)"(n+ 1)!.
* Initialisation : pour n =0 : on a vu que Py = 1 donc on a : deg Py = 0 et ag = 1 = (—1)°1!. Donc
P(0) est vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété a ’ordre n, montrons qu’elle est vraie a
lordre n+1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = (—1)"(n+1)!X"4+T avec T € R,_1[X].
De plus, on sait que P,y1 = (1 + X?)P, — 2X(n + 1)P, donc on obtient que : P,y1 = (1 +
X2 (=D)"n(n+ ) X" +T)—2X (n4+1D) (=) (n+ D! X"4T) = [(=1)"(n + 1)!(—n — 2)] X" +R
avec R = (—1)"n(n+1!IX" 1+ (1+ X3)T' - 2X(n+1)T. Et R € R,[X] par propriété sur le degré
d’une dérivée, d’un produit et d’'une somme de polynémes. Ainsi on a bien que : deg P11 =n+1
et anr1 = (—1)""1(n +2)!. Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P,, = n et le coefficient
dominant de P, est (—1)"(n + 1)L

Correction 25. Etude de dérivées n-iémes :

1. La fonction f est de classe C*° sur I =] — g, g[ comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de
fonction C*°. De plus, le calcul donne
: 3 -2 .2
sinz cos® (x) 4+ 2sin” () cos () 1+ sin® ()
Veel, fl(r)=—— t @ (z) = —
v fz) cos? x ¢ fo) cos? (x) cos? ()

en divisant tout par cosz qui pouvait étre mis en facteur au numérateur et en utilisant le fait que : cos? (z) =
1 — sin? (z).

2. e On montre par récurrence sur n € N la propriété

P, (sinx)

P(n): f est de classe C" sur I et 3P, polynome tel que Vz € I, f™(z) = (cos )"
Cos T
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e Initialisation : pour n =0 :
La fonction f est bien continue sur R comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
Po(x)

COS T

1
D’un coté, on a : f(© (x) = @) et de 'autre c6té, on a : . Ainsi, si on pose Py = 1, ce polynéme
cos (x

convient et P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n -+ 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C" sur I et qu’il existe un

polynoéme P, tel que
P, (sinx)

Veel, fM™(z)= Teos ()T

* Cette fonction f( est bien dérivable sur I comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
* On deérive f( et on obtient pour tout z € I :

P! (sinz)cosx x cos" Tz — (n + 1)P,(sinx) cos” (z)(— sin x)
cos2n+2 4

f(n+1) (37)

cos" x (P} (sinz) cos? (x) + (n + 1) P, (sin z) sin )
cos2" 2 ()

P! (sinz)(1 —sin?x) + (n 4+ 1)P,(sinz) sinz
cos"t2 gz '

Ainsi, si on pose
Poy1=(1—XHP + (n+1)XP,,
P,,+1 est bien un polynéme comme somme de polyndmes.
* Cette fonction f("+1) est bien continue sur I et donc f est bien de classe ™! sur 1.
Ainsi P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

P,(z)

Veel, fM(z)= (cos )i

3. Degré et coefficient dominant de P, :
e Le calcul des premiers polynomes de la suite donne : Py =1, P, =X, P, = X2 +1, P = X3 +5X.
e Ainsi on peut conjecturer que deg P,, = n et a, = 1 avec a,, coefficient dominant de P,.
* On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) : deg P, =n, a, = 1.
* Initialisation : pour n =0 : on a vu que Py = 1 donc on a : deg Py = 0 et ag = 1. Donc P(0) est
vraie.
* Hérédité : soit n € N fixé, on suppose vraie la propriété a 'ordre n, montrons qu’elle est vraie &
lordre n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que : P, = X" 4+ T avec T € R,,_1[X]. De plus,
on sait que P11 = (1 — X?)P! + (n + 1)X P, donc on obtient que : P,y1 = (1 + X?)(nX"1 +
TY+n+DX(X"+T)=X""'+ Ravec R=nX""1+ (1 - X)T' + (n+1)XT. Et R € R,[X]
par propriété sur le degré d’une dérivée, d’un produit et d’une somme de polyndomes. Ainsi on a
bien que : deg P41 =n+ 1 et ap41 = 1. Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : il résulte du principe de récurrence que pour tout n € N : deg P,, = n et le coefficient
dominant de P, est 1.

Correction 26. Etude de dérivées n-iémes :

1. La fonction f est de classe C* sur I =] —1, 1[ comme composée et quotient dont le dénominateur ne s’annule
pas de fonctions C*°. Le calcul des dérivées successives donnent

—z?+ 3z +1
(1 —22)2y/1— 22

Veel, fl(z)= - xQ)x — et P (z) =
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2. e On montre par récurrence sur n € N la propriété

P,(x)
(1 —x2)ny/1— 22

P(n) : f est de classe C" sur I et 3P, polynome tel que Vz € I, f)(z) =

e Initialisation : pour n =0 :

La fonction f est bien continue sur R comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
Po(x) _ h(=)

(1-22)0V/1—22 1-2a?

. Ainsi, si

D’un coté, on a : fO(z) = \/11_7 et de l'autre coté, on a :
on pose Py =1 qui est bien un polynéme, P(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que la fonction f est de classe C™ sur I et qu’il existe un
polynéme P, tel que

Py () P ()

(n) — —
el ) = e T T (1 aryd

* Cette fonction f(™ est bien dérivable sur I comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas.
x On dérive cette expression pour obtenir f("*1) et on trouve pour tout z € I :

Pa()(1 = a?)"*% = Po(a) x (~22) (n+ ) (1~ a?)""3
(1 — 22)2n+1
Py(z)(1—a?) + (2n + aPy(x)

(1 . x2)2n+1—(n—%)

fo () =

P (z)(1 —2%) + (2n + 1)z P, (z)
(1 — 22)ntly/1T — 22 '

On pose | P11 = (1 — X2)P! + (2n+ 1)X P, | (relation (R)) qui est bien un polynéme comme
somme de polynomes.

* Cette fonction f("*1) est bien continue sur I et donc f est bien de classe C™t1 sur I.
Et ainsi P(n + 1) est vraie.
e Conclusion : il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que
Po(z)
(1 —a2)ny/1— 22

3. Montrons par récurrence sur n € N la propriété : H(n) : Pa, est une fonction paire et Pa,11 est une fonction
impaire.

veel, fM(z)=

e Initialisation : pour n = 0. On a bien Py = 1 qui est une fonction paire, et P; = X qui est une fonction
impaire. Donc H(0) est vraie.

e Hérédité : soit n € N fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. Par hypothése de récurrence, on sait que P, est paire et Pa,11 est impaire. Donc Pj est une
fonction impaire et Py, est une fonction paire . De plus, pour tout € I, d’aprés la relation (R) :

Pana(—2) = (1=(=2)%) P 1 (2)+(An+1) (=) Pan1 (—) = (1=22) Py o1 (@) + (404 1)2 Poss () = Pana(a)
car Py, 11 est impaire et Py, 11 est paire. De méme :
Pony3(—x) = (1=(=2)%) Py o (2) +(4n+3) (—) Panya(—2) = —(1=2%) Py, o () — (4n+3) 2 Popya(x) = —Pany3(2)

car Pay,40 est paire et Pﬁn 19 est impaire. Ainsi, on a Py),49 paire et Pa,y3 impaire, et H(n+1) est vraie.
11 résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N, H(n) est vraie.
4. Montrons par récurrence sur n € N* la propriété : H(n) : P! =n?P,_1.

e Initialisation : pour n = 1. On a d’une part P; = X’ = 1 et d’autre part 12Py = 12 x 1 = 1 donc
P = 12Py. Donc H(1) est vraie.
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e Hérédité : soit m € N* fixé. On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est vraie au rang
n + 1. D’aprés la question 2), on a : Pyy1 = (1 — X2)P! + (2n + 1) X P,. Donc on a :

1= —2XP,+(1-X)HP/+ (2n+1)P, + (2n+ 1) X P,
Or par hypothése de récurrence, on sait que P, = n?P,_1, donc P/ =n?P’_,. On a donc :
Py = —2Xn%Py1+(1—X>)n2P._, + (2n+1)P, + (2n+ 1)Xn?P,_;
= n?(—2XP,1+(1—-X3)P_+2n+1)XP1) +(2n+1)P,
= n*(1-X?P' 1+ 2n—1)XP,_1)+(2n+1)P,
= n’P, + (2n + 1) P, d’apreés la relation entre P, et P,_1
= (n+1)2%P,.

Donc Hy41 est vraie.
Il résulte du principe de récurrence que, pour tout n € N*, H(n) est vraie.

5. On remplace dans la relation (R) P! par n?P,_; et on obtient :

Py =1 —-XHn?P, 1+ (2n+1)XP,,

soit exactement : | P11 = (2n+ 1) X P, + n?(1 — X?)P,_1|.
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