Correction Interro 18

Exercice 1. On considére les ensembles suivants :

E = {($17x2,$3,$4) eRr? | —x1 + 22+ 23 =0c¢t 4oy — 220 + 74 = 0}
F = Vect (u1 = (1,3,0,2),us = (2,7, —3,6),u3 = (1, 1,6, —2))

—

(a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de R*.
(b) Déterminer une base Bg de E. Quelle est la dimension de E'?

2. Déterminer une base Br de F'. Quelle est la dimension de F'7
3. Déterminer une représentation cartésienne de F
4. Montrer que EN F = {0g+}. [ERREUR A]

LES QUESTION SUIVANTES N ONT PLUS DE SENS

5. (a) On considére la famille de vecteurs F formée des vecteurs de By et de Br. Montrer que la
famille F est libre. (En étant astucieux et en utilisant la question 4, c’est assez rapide)

(b) Justifier que F est une base et en déduire que R* = Vect(F)
6. On considére le vecteur v = (2, 3,1, 2). Donner les coordonnées de u dans la base F.

7. Soit G = {u+v|u € E,v € F}, montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer
sa dimension. (on pourra montrer que F est une famille génératrice de G)

[QUESTIONS DE REMPLACEMENT] Voila une série de questions qui pourraient les remplacer
4. Déterminer une base de £ N F
5. Déterminer une base de R*, F = (f1, fa, f3, f1), o0 fi E ENF, fo € Eet f3€ F.

6. Soit G = {u+v|u € E,v € F}, montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer
sa dimension.

Correction 1.

1. (a) On résout le systéme définissant les éléments de E :

—x1 + T2+ I3 =0 —r1+x2 +I3 =0
S
4z — 229 44 =0 LoeILot4als 209 —dxs +xy4 =
—r1 + X9 = —I3
{ 2x9 =4dx3 — x4
{ T =3x3 — x4
T2 = 2.%'3 — 5.774

On obtient donc
1
E = {(3x3 — 4,223 — §x4,x3,x4) | (z3,24) € R2}

-1
7,0, 1) | (z3,24) € R2}

-1
—,0,1
50 1))

= {563(3, 2, 1, 0) + $4(—1,

= Vect((3,2,1,0), (-1,

Ainsi E est un sev de R* et ((3,2,1,0),(—1,5,0,1)) en est une famille génératrice.
(b) Comme la famille ((3,2,1,0), (—1,5,0,1)) est libre, (les deux vecteurs ne sont pas coli-
néaires) cette famille est une base de E.

\E est de dimension 2\
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2. Calculons le rang de (u1, ug,us3), en calculant le rang de la matrice

On a

rg((ur,ug,u3)) =rg

Ainsi

De plus, les vecteurs (uq,uz) forment une famille libre :

N O W

1 2 1

3 7 1

0 -3 6

2 6 -2
2 1 1
7 1 o0
3 6|70 -3
6 —2 0

dim(F) =2

1 12 1
—2| o1 -2
6~ "1o o0 o
—4 00 0

ce sont deux vecteurs non colinéaires,
comme Card(uy,u2) = 2 = dim(F) cette famille est donc une base de F'.

‘ (u1,uz) est une base de F‘

3. Comme (ug,us) est une base de F, on a u = (v1, 22,23, 74) € F <= 3(\, 1) € R%,u = Aug + pus

Pour obtenir une représentation cartésienne de F', on résout ensuite le systéme d’inconnue (A, p)
et de paramétre (x1, z2,x3,x4). On obtient

3\

2

+2u
+7u
—3u
464

I
T2
z3
T4

<~
L2 (—L2—3L1
Ly L4—214

<~
L3<«L3+3L2
L4 (—L4 72L2

I
o — 3.%'1
z3
Ty — 2.%'1
I
o — 3:E1

xr3 + 3($2 — 3.%1)
x4 —2x1 — 2(x9 — 3271)

Les deux derniéres équations donnent sont les équations de compatibilités du systéme, on a donc

’F: {(z1, 22,23, 24) | — 921 + 3x2 + 3 =0 et 41 — 229 + 24 :0}‘

4. D’aprés ce qui précéde :
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—x1+ T2 +T3 =0
dxq — 2x9 +xr4 =0
ENF
(I‘l, T9, X3, .T4) S N < — 07y + 39 +u3 _
dxq — 2x9 +x4 =0
([ —x1 a2 +ag =0
41 — 2x9 +x4 =0
<~
Ly<Li—Lo —9x1 +3x2 43 =0
L 0 0 =0
—x1+ T2 a3 =0
< 2x9 +4x3 x4 =0
Lo<+Lo+41L4
L3<—L3—9L1 —6.%'2 —8.173 =
—r1+x2 +x3 =0
. <L:>3L 2x9 +4xs3 +xz4 =0
s hatile dzs 4314 =0
Wil = i$4
< 9 = x4
calculs _3
r3 = T.%'4

Ainsi 1 3
ENF = Vect((=,1,—,1
Vec ((47 Y 4’ ))

Les questions suivantes deviennent caduques, les énoncés des questions sont faux ou n’ont pas de
sens.
Questions de remplacement :

4) (Memes calculs, conclusion différentes)

’Ainsi (1,4,—3,4) est une base de E N F‘

. On prend f1 = (1,4,-3,4), fo = (3,2,1,0), f3 = (1,3,0,2) et f4 = (0,0,0,1) (seul le premier
est déterminé, les autres sont choisis un peu au hasard)
On calcule ensuite le rang de cette famille de vecteur :

1 3 10 1 3 1 0 1 3 1 0
4 2 3 0 0 —-10 -1 0 0 —-10 -1 O
Tg(f17f27f37f4):rg -3 1 0 0 =Tg9 0 10 3 0 ="y 0 0 2 0 -
4 0 2 1 0 —-12 -2 1 0 0 -8 10
1 3 1 0
0 -10 -1 0| _,
"o 0o 2 o~

0 0 0 10

. Comme Ops € E et Oge € F donc Ogs + Oga = Ogs € G. Ainsi G est non vide.

Soit (z1,72) € G2 et A\€R. Comme x; E Gonaxy =e;+fretmy=ex+ footle; € Eet f; € F
Ainsi

1+ Axg =e1 + f1 + Aez + fa)
=e1+ Xea + (f1 + Af2)

Comme E et F sont des sev, ey + Aes € E et fi + A\fy € F. Ainsi

1+ Arg € G

‘G est un sev de R4‘
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Exercice 2. On considére les ensembles suivants :

E = {(:cl,:vg,azg,az4) e R? | —x1 + 22+ 23 =0 et 207 — 209 + 24 = 0}
F = Vect (u1 = (1,3,0,2),u2 = (2,7, —3,6),u3 = (1,1,6, —2))

—_

(a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de R%.
(b) Déterminer une base Br de E. Quelle est la dimension de E'?

Déterminer une base By de F'. Quelle est la dimension de F'?
Déterminer une représentation cartésienne de F’

Montrer que E N F = {Or4}.

AN o o

(a) On consideére la famille de vecteurs F formée des vecteurs de By et de Bp. Montrer que la
famille F est libre. (En étant astucieux et en utilisant la question 4, c’est assez rapide)

(b) Justifier que F est une base et en déduire que R* = Vect(F)
6. On considére le vecteur u = (2,3,1,2). Donner les coordonnées de u dans la base F.

7. Soit G = {u+v|u € E,v € F}, montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer
sa dimension.

Correction 2.

1. (a) On résout le systéme définissant les éléments de E :

{—931+$2+ x3 =0 {—9614-362 +x3 =0

2x1 — 219 +zy =0 23 —4x4 =0

1 =29+ x
{ 1 2 3
ry = —2x3

On obtient donc

E = {(x2 + x3, 2, x3, —213) | (T2, 23) € R2}
= Vect((1,1,0,0),(1,0,1,-2))

Ainsi E est un sev de R* et ((1,1,0,0),(1,0,1,—2)) en est une famille génératrice.

(b) Comme la famille ((1,1,0,0),(1,0,1,—2)) est libre, (les deux vecteurs ne sont pas coli-
néaires) cette famille est une base de E.

‘E est de dimension 2‘

2. Calculons le rang de (uq, ug,us3), en calculant le rang de la matrice

1 2 1
3 7 1
0 -3 6
2 6 =2
On a
12 1 12 1 12 1
3 7 1 0 1 =2 01 -2
rg((u1,uz,u3)) =rg 0 -3 61 1o =3 6] "o 0o o =2
2 6 -2 0 2 —4 0 0 O
Ainsi
dim(F) =2
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De plus, les vecteurs (up,uz) forment une famille libre :
comme Card(uy, u2) = 2 = dim(F) cette famille est donc une base de F'.

ce sont deux vecteurs non colinéaires,

‘ (u1,uz) est une base de F‘

3. Comme (ug,us) est une base de F, on a u = (r1, 22, 23,74) € F <= 3(\, 1) € R%,u = Aug + pus

Pour obtenir une représentation cartésienne de F', on résout ensuite le systéme d’inconnue (A, p)
et de paramétre (xy, z2,x3,x4). On obtient

A +2u
3N +Tu

—3u
2\ +6u

1
€2
T3
T4

+2p =

=
Il

—3u
+2p =

+2p =

o o=
|

x1
Xro — 31‘1
€3
X4 — 2{L‘1
z1
To — 321

xr3 + 3(1’2 — 31’1)
x4 — 221 — 2(x9 — 3171)

Les deux derniéres équations sont les équations de compatibilités du systéme, on a donc

’F: {(z1, 22, 23,24) | — 921 + 3x2 + 23 = 0 et 41 — 229 + 24 :O}‘

4. D’aprés ce qui précéde :

(1'1,.%'2,.%'3,.%4) ceENF <—

\

;

—r1+x2 +T3 =0

2x1 — 219 +x4 =0
—9x1 +3x2 3 =

4x1 — 219 +x4 =0
—x1+x2 a3 =0
—2x3 4+x4 =0
—61’2 —8:1)3 =0
2x9 +4xr3 x4 =0
—x1+ T2 Hx3 =0
—6£L'2 —8:E3 =0
2x9 +4x3 x4 =0

—2r3 +x4 =
—x1 + T2 +x3 =0
—6$2 —8.733 =0

—x1 + T2
—6$2

dxs +3z4 =0
—2x3 x4 =0

+x3 =0
—8.563 =0
4.%‘3 +3.%'4 =0
0 S5ry =0

Le systeme est de rang 4 a 4 inconnues, il admet donc une unique solution. Comme il est homo-

géne, cette solution est (0,0,0,0). Ainsi

\EmF: {(0,0,0,0)}\

5. (a) Avec nos choix de Bg et Bp on obtient

]: = ((17 17 07 0)7 (17 07 17 _2)7 (173701 2)7 (27 77 _37 6))
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Pour montrer que cette famille est libre on peut soit faire la méthode "habituelle" soit

procéder de la fagon suivante.

On note v; = (1,1,0,0),v2 = (1,0,1, —2) et ’énoncé note u; = (1,3,0,2),u2 = (2,7,-3,6).

Soit A1, Ao, Az, A4 € R* tel que

A1 + Aov2 4+ Azug + Mg = Ops

On obtient alors

o1 + Avg = —(Asur + Agug)

Or comme E et F sont des sev de R* on a A\jv1 + Aava € F et —(A3u1 + \uz) € E Mais
comme ces deux vecteurs sont égaux on a donc

AMvr+X v € FNE

Ainsi

AU1 + Agvg = OR4}

et — ()\3’&1 + )\4U2) cENF

et —(A3U1+A4U2):OR4

Mais comme (v1,v2) et (u1,uz) sont des familles libres, on a alors :

AM=X=0

et )\3:)\4:0

‘Ainsi la famille F est libre‘

(b) F est une famille libre et de plus Card(F) = 4 = dim(R*).

‘]: est donc une base de R* ‘

6. Il faut résoudre le systéme

AU1 + AU + Aguq + Aqug = (2, 3,1, 2)

On obtient

Lo<Lo—1L4

<~
L3« L3+L1;L4<Ls—2Lo

—
Ly« Ly+L3

<~
L4(—L4/(72)

( )\1
A1

A1

A1

A1

A1

+Xo A3 2N =2
+3A3 +TA =

Ao -3\ =1

—2X2 +2A3 +6XN4 =2

+X2 A3 2N =

—Xdo +2X3 +dbN\y =
Ao -3\ =1

—2Xy +2A3 +6N4 =

+Xdo A3 +2N =2
—Xo +2X3 45N =1
+2X3 +2N =2
—2X3 —4X4 =0

+A2 A3 2N =2
—Ay +2X3 +5HM\ =1

—|—2)\3 —1—2)\4 =
=24 =2
+Xo  +A3 +2)\4 =2
—Xo +2X3 +bM\g =
A3 =2
N =1
-2 42 -2 =2
A2 = -2
A3 =2
AN o =—1
=1
Ao =2
A3 =
N o =-—1
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Ainsi la matrice de coordonnées de u dans la base F est

7. Comme Ogs € F et Ogsa € F' donc Ogsa + Ogs = Ogs € G. Ainsi G est non vide.
Soit (z1,72) € G2 et A€ R. Comme z; € Gonaxy =e;+ fietmy =es+ foole; € Eet f; € F
Ainsi

x1+ Arg =e1 + f1 + ez + fa)
=e1 + Xea + (f1 + A f2)

Comme E et F sont des sev, e; + Aes € E et fi + Afy € F. Ainsi

1+ Ars € G

‘G est un sev de R4‘

u1 = U1 + Oga, ug = u2 + Oga,v1 = Ogs + v1,v2 = Oga + v2

Donc
Uy, U2,v1,V2 € G

Ainsi
Vect(uq, ug, v1,v2) C G

Comme (uq, ug, vy, v2) est une famille libre,
dim Vect(uy,u2,v1,v9) =4

Ainsi
4 < dim(G)

Or G c R* donc dim(G) < 4 ainsi

dim(G) =4 et G =R* et
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