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Chapitre 19 : derivation

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R non réduit a un point.

I Deéfinitions et premiére propriétés

( 7
Définition 1. Taux d’accroissement :

Soient f : I — R et xg € I. Pour tout z € I avec x # xg, on appelle taux d’accroissement
de f entre x et x( le quotient :

Tf,xo (a;) e

( 7
Définition 2. Dérivabilité d’une fonction en un point :
Soient f: I — Retxzg € I.

e On dit que f est dérivable en oo Si ... ...t

e Si cette limite existe, elle est notée . et est appelée le nombre dérivée de f en xg :

. J

Remarque changement de variable (f(zg + h) — f(z0))/h

Exercice 3. 1. Etudier la dérivabilité de la fonction valeur absolue en 0.
" er siz # 0
2. Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction f définie par f(z) =
0 siz=0.

et siz>0

3. Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction f définie par f(z) = sin 2

six < 0.

Proposition 4. Tangente :
Si la fonction f est dérivable en xg alors la courbe C; admet au point d’abscisse x¢ une
tangente qui a pour EqUAtION : ... ... ..
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Proposition 5. Soient f : I — R et zg € I. Si f est dérivable en z( alors elle est
continue.

ALa réciproque est fausse

Définition 6. Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle :
e La fonction f est dérivable sur l'intervalle I sielle ..............................

e On appelle alors fonction dérivée de f et on note f’ la fonction qui a tout x de I
associe f'(x).

II Composition et réciproque

( 7
Proposition 7. Soient I et J deux intervalles de R.
Si f est dérivable sur I, g est dérivable sur Jet .......... ... ...l alors :

e go f est dérivablesur .........

Théoréme 8. Théoréme de dérivabilité d’une fonction réciproque :
Soit f : I — J une fonction bijective de I dans J. Elle admet ainsi une fonction réciproque
fleJ—1
Sic:
e f est de classe C"(I)
o f/(z)#0forallzel

Alors f=tec(J)etVy e J, (f7H(y) = m

& J

Méthode pour étudier la dérivabilité d’une réciproque :
e On justifie que f est dérivable sur un intervalle et on calcule la dérivée f’ de f.

e On détermine tous les points g ou f’ s’annule : cela nous donne l'intervalle I qui permet d’ap-
pliquer le théoréme.

e On calcule tous les yo = f(xp) correspondants : cela nous donne tous les points & enlever et on
connait ainsi I'intervalle J sur lequel f~! va étre dérivable.

e On applique le théoréme en commencant par énoncer les deux hypothéses.
1

F )

Exemples. e Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de la fonction arctangente.

On sait alors que f~! est dérivable sur I'intervalle .J, et que Vy € J, (f~Y)(y) =

e Etudier la dérivabilité et calculer la dérivée de la fonction racine n-iéme.
* Cas ol n est pair :

* Cas ol n est impair :

III Théorémes utilisant la dérivabilité sur un intervalle

III. 1 Théoréeme des accroissements finis
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Théoréme 9 (Rolle). Soient a,b deux réels tels que a < bet f:]a,b] = R. Si:

e f est continue sur [a, b]
e f est dérivable sur |a, b]
. (@) = ()
Alors il existe ¢ €]a, b| tel que f'(¢) =0

. J

Quand penser au théoréme de Rolle :

e Type d’exercices : Exercices plutdt théoriques lorsque l'on ne connait pas l'expression de la
fonction.

e Y penser dés que 'on veut déterminer 'existence de racines pour la dérivée ou les dérivées
successives d’un polynéme.

e Y penser dés que l'on parle de valeurs d’annulation pour la dérivée ou les dérivées successives
d’une fonction.

Exercice 10. Soit P un polynéme ayant deux racines réelles distinctes. Montrer que P’ admet au moins une racine.

( 7
Théoréme 11 (Théoréme des accroissements finis). Soient a, b deux réels tels que a < b
et f: [a,b] — R une fonction. Si :

e f continue sur [a, b]
e f dérivable sur |a, b

. . _ f()—f(a
| Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f/(c) = % )

Démonstration. Rolle sur g(x) = f(z) — f(a) — (W) (x —a) O

Exercice 12. Lorsque la dérivée de la fonction est bornée, le théoréme des accroissements finis permet
de montrer des inégalités appelées “inégalités des accroissements finis”. On considére une fonction f
continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur |a, b[.

1. Montrer que s’il existe (m, M) € R? tels que : Vo € Ja,b[, m < f/(z) < M, alors : m(b—a) <
f) = fla) < M(b—a).
2. Montrer que s'il existe K € R tel que : Va €]a, b, |f'(x)] < K, alors : |f(b) — f(a)] < K|b— al.

Applications

— Obtenir des inégalités :

e On fixe un réel x.
e On applique le TAF & une fonction sur un intervalle de type [0, z], [,z + 1], [1, z]...

e On encadre alors la dérivée de la fonction afin d’obtenir ’encadrement cherché.

Exercice 13. Montrer les inégalités suivantes :
1. Montrer que pour tout z >0 : z < e* — 1 < ze®.

2. Montrer que : Vx € R, [sinz| <|z| et |cosz — 1] <]zl
x

3. Montrer que pour tout z > 0, on a ] <In(l+42z) <z

+x

— Obtenir la convergence de suite définie par récurrence

e Penser au TAF pour montrer que : |u,4+1 — | < C|u, — af avec « point fixe de la fonction
f associée a la suite, lorsque 1’on sait que la dérivée f’ est bornée.

e Appliquer alors le TAF 4 la fonction f entre u, et a.
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Exercice 14. Soit f : R — R une fonction définie par f(z) = B sinx + 1.

1. Montrer que f a un unique point fixe que ’on notera «.
2. Soit la suite (up)pen définie par ug = 0 et : Vn € N, upt1 = f(un). Montrer que :

Vn €N, |upt1 —al < §\un —al.

3. Conclure quand a la convergence de la suite.

Exercice 15. Soit f :] — 2, +00[— R une fonction définie par f(z) =1n (2 + z).
1. Etudier la fonction f et montrer que f a un unique point fixe dans [1, 2] que 1’on notera a.
2. Soit la suite (uy,)nen définie par ug = 1 et : Vn € N, upt1 = f(uy).
3. Montrer que la suite est bien définie et que pour tout n € N : 1 < u,, < 2.
4

1
. Montrer que : Vn € N, |upy1 — o] < §|un — af et conclure quant & la convergence de la

suite.

III. 2 Dériwées successives

Proposition 16. Produit de deux fonctions :
Si f et g sont deux fonctions de classe C™ alors ...t

Exercice 17. La formule de la dérivée d’un produit, appelée “formule de Leibniz” n’est pas au pro-
gramme. Il faut savoir la démontrer pour pouvoir I'utiliser.

n
n
1. Montrer que si f et g sont de classe C™, alors (fg)(”) = Z (k) f(k)g(”_k).
k=0
2. En déduire les dérivées successives des fonctions suivantes : f : x — xz3e ™%, g : z — z?sin () et
2
x

h:xz— .
v 4 —x
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