[ Correction TD 2 - Fonctions usuelles ]

I Valeur absolue

Correction 1. Résolution d’équations et d’inéquations avec des valeurs absolues.

1. Résolution dans R de |2 + x|+ 2 +2x =x2 :
Il y a une valeur absolue, on doit donc étudier deux cas :

e Cas1:s8i2+ x>0, asavoir si z > —2. L’équation a résoudre est alors
24+ 4+2+2r=ac 2> -3 —4=0

Le discriminant d’une telle équation est A = 25, ainsi, les solutions sont 1 = —1 et 2o = 4.
Elles sont bien toutes les deux supérieures a —2, donc & = {—1,4}.

e Cas 2,81 2+ x <0, a savoir si x < —2. L’équation a résoudre est alors
2—r+4+242u =2’ —2=0

Les solutions sont z1 = 0 et z9 = —1. Aucune des deux solutions trouvées n’appartient a
I'intervalle | — 0o, —2], ainsi Sy = {0}.

Syntheése : on obtient | S = {—1,4} |

2. Résolution dans R de x2 = |x] :
Il y a une valeur absolue, on étudie donc deux cas :

e Cas 1:six >0. L’équation a résoudre est alors équivalente a

=rer-r=0&x(x—-1)=0.

L’ensemble des solutions est alors S; = {0, 1}.

e Cas 2 :sixz <0. L’équation & résoudre est alors équivalente &

= -—creitr=0sz(x+1)=0.

L’ensemble des solutions est alors So = {—1,0}.
Synthése : I’ensemble des solutions est ’S ={-1,0,1} ‘
3. Résolution dans R de [2x — 3| < 2:

15
On fait deux cas selon que 2z — 3 > 0 ou 2z — 3 < 0 et on obtient |S = [ } .

272
4. Résolution dans R de |2x+ 3| —|—5x+ 6| >3x+2:
On commence par faire un tableau récapitulatif et on obtient :
2 5
|2z + 3| —2x—-3 0 20+ 3 2 +3
| — bz + 6] —5x+6 —5r4+6 0 S5r — 6
|2z + 3| — | — 5z + 6] 3z —9 Tr —3 —3x+9
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On étudie alors les 3 cas et on obtient au final :
5. Résolution dans R de [x% — 1| < 2|x] :
On commence par faire un tableau récapitulatif des cas :

|| —x —T 0 x x

|22 — 1] 2 -1 0 —z2 41 —z2 41 0 2 -1

Etude de cas :

o Cas1:sixe€]—o0,—1]:
|22 — 1) <2z| @2 1< -2r 22 +2: —1<0.

Ainsi 81 = [-1 — V2, —1].
e Cas2:six €] —1,0]:

22 — 1| <2z| & —2?+1< 22220 —1>0.
Ainsi So =] — 1,1 — /2]
e Cas 3:size|0,1]:
|22 —1] <2z] & —2? +1< 20 =2 +22-1>0.
Ainsi 83 = [-1 + /2, 1].
e Cas 4 :six€]l,+oo]:
|22 -1 <2z| o’ —1<2r o2 -2 -1<0.
Ainsi Sy = 11,1+ V/2].

Synthése : on obtient |S = [~1 — /2,1 — V2] U [~1 ++v/2,1+V2]|.

6. Résolution dans R de ||x| — 5| > ||3x| — 3| :
On commence toujours par se débarasser des valeurs absolues & l'intérieur :

e Siz>0:0naalors: (6) < |x— 5| > |3z — 3|. Ici soit on refait des cas sur les signes de
x —5 et 3z — 3, soit on éléve au carré car les valeurs absolues sont positives. On applique la
deuxiéme méthode :

6) = (x—5)2>Br—-3)2 82 +8+16>0= — 2 +2+2>0

On trouve alors z € [—1,2]. Attention, il faut aussi dans ce premier cas que x soit positif :
au final, S; = [0, 2].

e Siz <0:0Onaalors: (6) < |—x—5] >|— 3z —3]. On éléve au carré car les valeurs
absolues sont positives :

6) & (—z—5)2>(-3z-32= 822 —8x+16>0&c —2> -z +2>0
On trouve z € [—2,1], mais comme on doit avoir z < 0 dans ce deuxiéme cas, on a Sy =
[_2> O['
Conclusion : ‘S =S5S1USy =[-2,2] ‘
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7. Résolution dans R de vx? —x—2> [3x+ 2| :

e Domaine de définition : L’inéqution est bien définie si 22—z —2 > 0. Ainsi D = ] — 00, —1]U
[2, 400
e Tableau récapitulatif :
2
z —00 -2 +00
3
|3z + 2| -3z —2 0 3z + 2

e Etude de cas :
* Cas1:siz e ] —00, ;] : on se place donc sur | — oo, —1] :
On doit alors résoudre Va2 — x — 2 > —3x — 2. Les deux termes sont bien positifs donc
on peut passer au carré tout en conservant ’équivalence. On obtient :
Val—z-2>1304+2/ < at—2-2>922+ 122+ 4 < 822 + 132+ 6 < 0.
Le discriminant vaut A = —23 < 0. Ainsi 1 = 0.

* Cas 2 :siz € ] —3,+oo[ : on se place donc sur [2,4o0] :

On doit alors résoudre Va2 — x — 2 > 3z + 2. Les deux termes sont bien positifs donc
on peut passer au carré tout en conservant ’équivalence. On obtient :

Va2 —z—2>3242ea?—2-2>922+12r +4 < 822 + 132+ 6 < 0.

Le discriminant vaut A = —23 < 0. Ainsi Sy = 0.
Conclusion : |S = 0]
2
x2 +v/2x _—

8. Résolution dans R de >
Ix2 —1|+1

e Domaine de définition : L’inéquation est bien définie si |22 — 1| + 1 # 0. Ce qui est toujours
le cas comme somme de deux termes positifs dont I'un est strictement positif. Ainsi D = R.

e Tableau récapitulatif :

|22 — 1| 2?2 —1 0 —2?2+1 0 22 -1

e Etude de cas :
*x Cas 1 :siz€]—o0,—1JU[l,+o0| :

2 2
:z:+\/§:c >1®x +\@x>
|22 —1]+1 — 2 -

2
1@%20@1;20.
T

Ainsi §; = [1, o0l

*x Cas2:size|-1,1]:
2 2 2 —
AV AV 2RV
|22 — 1| +1 —x? +2 2 — a2

Un tableau de signe avec le signe du numérateur (les racines du numérateur étant —/2

1 1
et —) et celui du dénominateur donne : Sp = [ 1 [

V2 V2
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Conclusion : |S = [

IT Partie entiére

Correction 2. voir la correction video :https://youtu.be/SdgHZih4gx A

Correction 3.
Soit ,5y € R? et k = |x|. On a donc = € [k, k + 1[. Il y a maintenant deux cas possibles

Cas1:yck,k+1] alors |y] =k et donc |z] = |y] < |y].

Cas3:y¢[k,k+1] Commey >z, onay>k+1etcomme |y] >y—1lona |y >k=|x]
On a ainsi montré que la fonction était croissante.

Correction 4. Distinguons les cas selon la parité de |z].

Cas 1: |z] est paire Dans ce cas, il existe k € N tel que |z] € [2k,2k+ 1], ot [z] = 2k. On a alors
2 ¢ [k,k+3[donc |%| =ket 2t € [k + 3,k + 1], donc de nouveau |23t | =k
On a bien I'égalité demandée.

Cas 2 : |z| est impaire Dans ce cas, il existe k € N tel que |x| € [2k+ 1,2k + 2, ou |z| = 2k + 1.

Onaalors £ € [k+ 2,k +1[donc |£]| =k et Z € [k + 1,k + 2, donc cette fois |ZH | =k +1
On a bien I'égalité demandée.

IIT Racine carrée

Correction 5.

1. Valeurs de a pour que R(a) soit bien défini :
Pour que R(a) soit bien définie, il faut déja que a — 1 > 0, c’est-a-dire que a > 1. On suppose
donc que a > 1. Sous cette hypothése, on a donc que a+ 2v/a — 1 > 0 comme somme d’un terme
strictement positif et d’'un autre terme positif. Il reste & étudier a — 2v/a — 1.

a—2\/a—120<:>a22\/a—1<:>a2—2a+1ZO.

On est passé au carré tout en conservant I’équivalence car les deux termes sont bien positifs. Le
discriminant de la derniére inéquation est strictement négatif (A = —4) et ainsi, on a a>—2a+1 >
0, d’ott a — 2v/a — 1 > 0. Finalement, on obtient

"DR = [1, 4-o0[. ‘

2. Simplifions R(a) :
On suppose donc que a > 1. Ainsi, R(a) a bien un sens et on peut calculer R(a)2. On obtient

R(a)?> =2a +2Va? —4a +4 =2a+2v/(a —2)? = 2a + 2|a — 2|.
Ainsi, si 1 < a < 2, on obtient

R(a)? =2a+2(—a+2)=4 donc R(a)=2
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https://youtu.be/SdgHZih4gxA

car R(a) = —2 est impossible car R(a) est un nombre positif comme somme de deux nombres
positifs (somme de deux racines carrées). Et si a > 2, on obtient

R(a)* =2a+2(a—2) =4(a—1) donc R(a)=2va—1

car R(a) = —2+v/a — 1 est impossible car R(a) est un nombre positif comme somme de deux
nombres positifs (somme de deux racines carrées).
On a donc obtenu :

2 sil<x<2

Va > 1, R(a) =
2v/a—1 six > 2.

Correction 6. La fonction f est bien définie si et seulement si 2 — (m + 1)z +m > 0. Le
discriminant donne : A = (m + 1)? —4m = (m — 1)2.

e Cas1:sim =1:On obtient alors A = 0 et ainsi, pour tout z € R, on a : 2% — (m+ 1)z +m > 0.

Ainsi : .

e Cas2:sim # 1:On obtient alors A > 0 et les deux racines distinctes sont alors :

m+1—|m—1|

m+1+|m—1|
2

et 5 . Afin de calculer la valeur absolue, on doit encore distinguer deux cas :
% Sim > 1:les deux racines sont alors 1 et m et on obtient ainsi : ‘ Dy>1 =] — 00, 1] U [m, +00] ‘
* Sim < 1:les deux racines sont alors m et 1 et on obtient ainsi : ‘ D1 =] — 00, m| U [1, +00] ‘

IV  Exponentielle et logarithme

Correction 7.
€T 3 x
1. f(x) =xzInVez + ( e2ln (235—1)) : La fonction f est bien définie si et seulement si Vez > 0,

ez > 0,22 —1> 0 et 2222~ > (. Comme toute exponentielle est strictement positive, la

1 1
fonction f est bien définie si et seulement si 2z — 1> 0 < z > 3 Ainsi | Dy :]5, +ool |-

1
Pour tout =z > 2 on a :

1
- 3 3 2
flz)=zln (e%> 2—|—<€21n(2$_1)) ‘=2In (e%)—l-(el“((%_l)%) ? = xx£+((2x—1)2)% = %+(2x—1)3
2. g(z) =e" Inz | o(ne)® T4 fonction g est bien définie si et seulement siz > 0etlnz > 0 & = > 1.

Ainsi | Dy = [1, 400 |.

1

1
On ne peux RIEN simplifier car vInz = (Inz)2 # 3 In (z)... De méme, on a : (Inz)? # In (22)...

et on ne peux rien faire avec (Inz)?2.

Correction 8. Résolution d’équations et d’inéquations avec In, exp et z +— a”.

1. Résolution dans R de In (x2 — 4e?) <1 +1n(3x) :

* Domaine de résolution : D = ]2e, +00[
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x On a : In(z? —4e?) < 1 +1n(3z) & 22 — 3ve — 4e?> < 0. Un tableau de signe donne

5= ]

2. Résolution dans Rde In(1+e7™) <x:

* Domaine de résolution : D =R

xIn(l+e?) <z lte®<e’ < e? —e®—1>0.0npose X = e et on se raméne ainsi

In (1 +2\/5> , F00

a la résolution d’une inéquation du second degré. On obtient | S =

3. Résolution dans R de |Inx| <1 :

x Domaine de résolution : D = R™*,
* On distingue deux cas :

e Six > 1, alors |Inz| = Inx et on doit résoudre Inz < 1 & z < e, donec So = [1, €.

1
e Si0 <z < 1, alors [lnz| = —Inz et on doit résoudre —lnz < 1 & x > —, donc
e
1
52:},1[.
e

Ainsi, § = §1 U S,, soit : S:},e[.

4. Résolution dans Rde In(2x+4) —In(6 —x) =In(3x — 2) —In (x) :

2
* Domaine de résolution : D = } 3’ 6 [

* En utilisant les propriétés du logarithme népérien, on a : In [z(2x 4+ 4)] = In [(3z — 2)(6 — z)].
Ce qui est équivalent & z(2z+4) = (3x—2)(6—=x) car la fonction exponentielle est strictement

5

6
croissante sur R. En passant tout du méme coté et en développant, on obtient : | S = {, 2} .

5. Résolution dans R de e3* — 6e2* + 8e* > 0 :

* Domaine de résolution : D = R.

x On pose X = e? et on se raméne ainsi a résoudre X3 —6X2 +8X > 0 < X(X —2)(X —
4) > 0. Un tableau de signe donne que c’est équivalent & : 0 < X < 2 ou X > 4 ce
qui est équivalent & : e* < 2 ou e > 4 car une exponentielle est toujours strictement
positive. La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur R™, on obtient

|S =] — 00,In (2)[U] 4, +o0[ |
6. Résolution dans R de 22%t1 4 2x =1 :

* Domaine de résolution : D = R.
x Ona: 2%+t 127 =1 & 2x(29)24+2% —1 = 0. On pose X = 2%, et on doit résoudre
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1
2X2%24+ X —1=0. Le discriminant est 9 et les racines sont ainsi —1 et 7 On obtient alors

e In2 _ -1
22x+1 19T =1 & ou
exln2 _ 1
2
1

& emln2:§ car "2 >
< xln2=—1In2 car la fonction logarithme est strictement croissante
& x=-—1.

Ainsi, on obtient |§ = {—1}|

7. Résolution dans R de e3* —eZ*X —eXtl £ e<0:

* Domaine de résolution : D = R.

% On pose X = €% et on doit alors résoudre X2 — X? — eX 4+ e < 0. On remarque que
1 est racine évidente et ainsi on peut factoriser par 1. Par identification des coefficients
d’un polynome, on obtient que : X? — X2 —eX +e <0 & (X —1)(X2—¢) < 0. Un
tableau de signe donne X < —y/e ou X € [1,+/¢]. On doit donc résoudre e* < —y/e ou
e? € [1,4/e]. Or une exponentielle est toujours strictement positive donc on doit résoudre
e” € [1,4/€]. En composant par la fonction In qui est strictement croissante sur R™, on

1
obtient = € [0,1n(y/e)] & = € [0, 2].

* Conclusion : |§ = [0, ;]

8. Résolution dans R de (Inx)2 —3lnx—-4<0:

* Domaine de résolution : D = RT*.

x On pose X = In () et on doit alors résoudre X2 —3X —4 < 0. Le discriminant vaut A = 25
et les racines sont —1 et 4. Ainsi, un tableau de signe donne que : X2 -3X -4 <0< -1 <
X < 4. On doit donc résoudre —1 < In (z) < 4. En composant par la fonction exp qui est
strictement croissante sur R, on obtient que : e! < z < et

* Conclusion : |S = [6_1764].

9. Résolution dans R de 2e?* —eX—-1<0:

* Domaine de résolution : D = R.

1
* On pose X = e® et on doit résoudre 2X2 — X — 1 < 0. On obtient X € ]—2,1[, soit

1
er > —5 et e¥ < 1. La premiére équation est toujours vraie, et la deuxiéme équivaut a
<0.0nadonc:|S=]—00,0]|
10. Résolution dans R de 2In(x)+In(2x —1) >In(2x+8) +2In(x—1) :

* Domaine de résolution : D =]1, +o0].
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* En utilisant les propriétés du logarithme népérien et le fait que la fonction exponentielle
est strictement croissante sur R, on doit résoudre 522 — 142 + 8 < 0. En n’oubliant pas le

domaine de définition, on obtient |S = ]1,2[|

11. Résolution dans R de 4e* — 3e2 >0:

* Domaine de résolution : D = R.
% On pose X = e? et cela revient a résoudre 4X2 —3X > 0 < X(4X —3) > 0. Ce qui est

équivalent 4 e2 < OQoue2 > 1 La premiére inéquation est impossible et la deuxiéme donne

o]

12. Résolution dans Rde e* —e™* =3 :

* Domaine de résolution : D = R.

2x x
et —3e” —1
* On met tout sur le méme dénominateur et on obtient : —F— =0. On pose X = e® et
e

3++V13
on doit donc résoudre X2—3X —1 = 0. En repassant a z, on obtient | S = {ln <+2> }

13. Résolution dans R de 9 -2 x3*—-8>0:

* Domaine de résolution : D = R.
* On peut remarquer que : 9° = (3%)2. Ainsi on pose X = 3% et on obtient que : X?>—2X —8 >
0. Le discriminant vaut A = 36 et les racines sont —2 et 4. Ainsi on doit résoudre 3% < —2

ou 3% > 4. Or on sait que 3% = €3 ainsi la premiére inéquation est impossible et la

deuxiéme inéquation donne : 3* > 4 < x > 3 en composant par la fonction In qui est
n

In4 [

m,-f-oo

strictement croissante sur RT™ et car In3 > 0. On a donc : | S = ]

Correction 9. Utilisation d’une étude de fonction.

2
1. Montrons que Vx > 0, X—X?gln(l—l—x) <x:

On démontre I'inégalité en deux temps.
2

e Montrons d’abord que pour tout x >0 : z — % <ln(l+4+z):
2

x
On pose pour cela la fonction f(z) = In(1+2x) —x + 5 Cette fonction est bien définie
sur RT et elle est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables. On
2

1
obtient pour tout x > 0 : f'(z) = —— — 14z = . Comme on est sur R, on a :
1+ 1+
/() > 0. On obtient donc les variations suivantes en utilisant le fait que f(0) =0 :
T 0 +00
f'(=) +
f(z)
0
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Ainsi 0 est le minimum de f sur R et on obtient bien que pour tout z > 0 : In (1 + ) —
2 2

:U—l-%ZO,asavoirx—%gln(l—l—a:).

e On montre de méme la deuxiéme inégalité en étudiant la fonction g(x) =In (1 + z) — x.
2
2. Montrons que Vx € RT, e* — X? >1:
2
Pour tout x € RT, on pose f(z) = e* — Y 1. La fonction f est définie et dérivable sur R comme

somme de fonctions définies et dérivables. On a, pour tout x € R,
f(x)=¢" —x.

Or on a montré dans le cours (il faudrait refaire le raisonnement) que 'on a e* > x + 1 pour tout
z € R, donc on a f’(x) > 0 sur RT. On obtient alors le tableau de variation suivant

T 0 400
f() +
+00
f(z)
0 /

Justifions les limites aux bornes : on a : f(0) = e — 0 — 1 = 0. L’étude en +oo fait apparaitre
une forme indéterminée. Pour lever I'indétermination, on met en facteur le terme dominant &

2
savoir e’ et on obtient ainsi : f(x) = e* (1 ~ 9er I> Par croissance comparée, on sait que
e e
2
lim —— = 0. Ainsi par quotient, somme et produit de limite, on obtient que lim f(x) = +ooc.
T—+00 2e% z—+00

Ainsi, 0 est le minimum de f atteint en x = 0 et donc la fonction f est toujours positive ou nulle.
Ainsi, on a bien

2
Vx € R, exz%—i—l.
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